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本 书 共 分 八 章 ,介绍 了 二 次 量子 化 .相对论 量 子 理论 方程 . 角 动 量 、 动 力 
学 的 路 径 积 分 形式 .散射 理论 以 及 粒子 的 电磁 作用 等 内 容 , 此 外 还 增加 了 在 
目前 前 褒 研 究 中 有 广泛 应 用 价值 的 会 时 间 题 和 相干 态 ,高 等 量子 力学 与 大 
学 阶段 的 量子 力学 之 间 的 关系 顾 似 理论 物理 之 于 普通 物理 . 高 等 量子 力学 
课程 的 讲解 应 着 重 于 从 原理 出 发 进行 演绎 的 推理 ,因此 本 书 力 求 做 到 全 书 
内 容 相互 呼应 . 本 书 还 增加 了 一 些 新 内 容 及 新 的 讲解 方法 ,例如 角 动 量 一 章 
就 是 用 角 动 量 的 玻 色 化 理论 进行 讲解 . 

本 书 可 用 作物 理 类 研究 生 的 教科 书 或 参考 书 ,对 从 事物 理学 研究 的 科 
研 人 员 亦 有 一 定 的 参考 价值 . 
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前 言 


二 十 世纪 八 九 十 年 代 中 国 科 技 大 学 物理 系 的 夏 上 达 教 授 给 高 能 物理 专业 以 外 
的 物理 类 研究 生 讲授 量子 力学 课程 . 在 这 段 时间 里 当 他 不 在 学 校 时 我 代为 讲授 . 在 
几 次 讲授 过 程 中 我 深切 地 感到 他 对 这 一 课程 的 选材 很 适合 这 些 研 究 生 的 学 习 要 求 
和 今后 科研 工作 的 需要 ,但 同时 也 感到 在 此 基础 上 撰写 一 本 相应 教材 的 迫切 性 . 

高 等 量子 力学 是 物理 类 研究 生 的 必修 专业 基础 理论 课程 . 它 既 是 基础 理论 知 
识 的 扩展 和 提升 ,又 是 从 基础 理论 到 研究 前 沿 的 中 间 桥 梁 . 因此 ,这 一 课程 既 要 对 
固有 的 基础 理论 作 更 深入 的 讨论 和 讲解 ,又 需要 注意 培养 学 生 提出 问题 和 解决 问 
题 的 能 力 . 这 就 要 求 在 高 等 量子 力学 的 教科 书 中 一 方面 要 有 固有 的 理论 体系 , 男 一 
方面 又 要 包含 量子 理论 的 最 新 进展 ,让 学 生 们 认识 到 量子 理论 远 非 完备 ,还 有 继续 
发 展 的 空间 , 本 书 将 努力 把 这 两 部 分 内 容 有 机 地 融合 在 一 起 ,明确 强调 量子 理论 继 
续 发 展 的 前 景 . 

按照 以 上 的 撰写 目的 ,作者 在 书 中 力求 把 所 有 的 内 容 组 织 成 一 个 系统 的 并 具 
有 一 定 特点 的 理论 体系 一 一 这 本 来 就 是 高 等 量子 力学 这 门 课 程 应 该 追求 的 一 个 目 
标 . 一 般 地 ,高 能 物理 和 粒子 理论 专业 以 外 的 研究 生 在 学 习 了 高 等 量子 力学 课程 
后 ,者 再 掌握 一 些 本 研究 领域 的 相关 知识 , 便 可 直接 着 手 他 们 的 研究 课题 了 . 本 书 
中 作者 尽量 以 探讨 的 方式 来 进行 讲解 ,希望 能 帮助 读者 从 高 等 量子 力学 的 学 习 中 
领悟 出 可 以 借鉴 的 思路 用 于 他 们 各 自 的 研究 工作 . 

实际 上 ,其 他 领域 里 的 研究 工作 中 也 有 不 少 成 果 及 结论 可 以 为 高 等 量子 力学 
诗 程 增 深 新 的 内 容 . 男 一 方面 ,前 沿 研 究 的 发 展 也 要 求 在 高 等 量子 力学 教程 中 增加 
一 些 全 新 的 内 容 . 作者 努力 在 本 书 中 体现 这 样 的 精神 . 

在 本 书 的 准备 过 程 中 ,西南 科技 大 学 的 任 学 药 教 授 提 供 了 许多 有 力 的 帮助 ; 作 
者 和 西南 科技 大 学 理学 院 的 老师 们 作 过 不 少 交 流 和 讨论 ,从 中 得 到 许多 有 益 的 建 
议 ,在 此 向 他 们 表示 惠 心 的 感谢 . 本 书 成 稿 后 , 承 中 国 科学 院 物理 研究 所 的 曹 则 贤 
研究 员 作 了 全 面 系统 的 校订 ,中 国 科技 大 学 出 版 社 的 肖 向 兵 编 辑 和 科学 出 版 社 的 
钱 俊 编 辑 在 本 书 的 编辑 过 程 中 付出 了 很 多 劳动 ,在 此 一 并 致谢 . 


汪 克 林 
2011 年 于 合肥 
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1.1 量子 力学 简短 回顾 


1.1.1 恋 秋 加 原理 


一 个 宏观 粒子 在 某 一 时 刻 的 运动 状态 由 它 的 位 置 和 动量 所 确定 . 它 的 瞬时 运 
动 状态 对 应 于 相 空 间 ( 动 量 及 位 置 组 成 的 多 维 空间 ) 中 的 一 个 确定 的 点 . 不 同 的 运 
动 状 态 对 应 于 相 空间 中 不 同 的 点 ,相互 间 没 有 任何 关联 . 但 微观 粒子 的 运动 状态 却 
不 同 , 其 每 一 个 确定 的 状态 可 以 分 解 成 若干 别 的 运动 状态 ;或 者 反 过 来 说 ,任何 若 
干 个 运动 状态 的 某 种 线性 释 加 一 定 还 是 微观 粒子 的 一 个 确定 的 状态 一 一 这 就 是 微 
观 粒 子 运动 状态 之 释 加 原理 的 含义 , 
如 果 我 们 用 Dirac 引进 的 右 矢 |14》 来 表示 微观 粒子 的 某 一 确定 的 运动 状态 ,其 
中 的 A 用 以 标志 不 同 的 参数 ,那么 态 秋 加 原理 可 以 表示 为 
A= YC | (1, 1, 1 


其 中 | 收 表 示 某 些 与 1A) 不 同 的 运动 状态 . 与 经 典 情形 不 同 ,微观 状态 和 几何 空间 
中 的 矢量 相似 . 在 几何 空间 中 每 一 矢量 总 可 以 看 做 者 干 个 线性 无 关 的 矢量 的 合成 . 
因此 ,在 量子 力学 中 我 们 也 把 运动 状态 称 作 态 天 . 

描述 状态 的 态 矢 除 了 用 右 矢 表示 外 ,一 般 的 量子 力学 书 中 常用 看 起 来 更 为 具 
体 的 波 函 数 g(r) 来 描写 状态 . 波 函 数 的 复 共 辆 记 作 内 (7) , 它 在 Dirac 的 表述 形式 


中 记 为 左 矢 (|. 用 波 函 数 表示 的 两 状态 间 的 内 积 是 | 几 (r)ysCr)dr, 而 用 Dirac 符 
号 表示 则 为 (A | B). 一 般 地 ,内 积 是 一 个 复数 
1. 1.2 物理 观测 量 和 算 符 

和 经 典 力学 相 比 ,量子 力学 另 一 个 显著 的 不 同 点 是 :在 经 典 力学 中 当 粒 子 的 状 
态 确定 后 ,所 有 的 可 观测 的 物理 量 就 相应 地 确定 了 ,而 在 量子 力学 中 单独 由 态 矢 是 
无 法 确定 系统 的 可 观测 物理 量 的 . 它 的 理论 体系 中 还 需要 另 一 要 素 , 即 代表 某 一 物 


理 量 的 相应 算 符 &, 该 物理 量 的 期 待 值 由 系统 的 状态 | A)( (rm)) 及 算 符 和 按 下 式 
给 出 


a= (A|éE|A) 或 a= | 全 (Way(r)dr (1. 1. 2) 
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物理 量 的 算 符 应 具有 以 下 的 性 质 :第 一 ,系统 的 态 矢 在 它 的 作用 下 一 定 转变 成 
态 矢 空间 (Hilbert 空间 ) 中 的 另 一 态 矢 ;第 二 , 由 于 态 登 加 原理 , 它 一 定 是 线性 算 
符 . 即 
a{| A}++| B}}=& | A}+&|B) 
atc | A)}= ca | A 
在 谈论 第 三 个 特点 之 前 , 寄 先 引信 算 符 & 的 共 二 算 符 a ,其 定义 是 对 任意 的 两 
态 天 |4A)，|B , 任 一 算 符 的 共 罗 自 符 与 8 之 间 有 以 下 的 关系 
‘Blat|A)= (0A |a|B): C1, 1, +) 
其 中 星 号 表示 取 复 共 示 , 有 了 共 斩 算 符 的 定义 后 ,我 们 就 可 以 讨论 物理 量 算 符 ， 的 
男 一 重要 性 质 , 即 它 必须 是 厄 米 的 


C1, 1, 3d) 


d= (1. 1. 5) 
因为 内 有 这 样 才 会 有 

(Ala|A)= (A1a|A)’ (1.1.6) 
即 算 符 的 本 征 值 , 或 者 相应 的 物理 观测 量 , 是 实数 . 


1.1.3 测量 原理 及 物理 量 之 间 的 相 容 性 


由 于 物理 量 的 算 符 是 厄 米 算 符 , 易 证 它 的 本 征 态 和 撩 对 应 的 本 征 值 为 实数 , 即 
如 朱 


|= | 《1 1. ?3 
则 它 的 本 征 值 5 一 定 是 实 的 , 且 对 应 于 不 同 本 征 值 的 本 征 态 矢 之 间 一 定 是 正 交 的 
(1) 二 0 《天 天 力 ) (1.1.8) 


量子 力学 的 测量 原理 告诉 我 们 :(a) 如 果 系 统 处 于 物理 量 对 应 的 算 符 @ 的 某 一 本 征 
态 矢 | nn 中 , 则 对 该 物理 量 的 测量 一 定 给 出 确定 值 n;(b) 如 果 系 统 处 于 一 个 一 般 
的 态 矢 | A) 中 , 则 根据 态 释 加 原理 及 厄 米 算 符 本 征 态 矢 集 的 完备 性 ,可 知 | A 总 
可 以 由 本 征 态 矢 集 合 {| nn)} 展开 

A | (1.1.9) 


这 时 对 |AA) 态 作对 物理 量 a 的 测量 ,每 一 次 测量 将 给 出 某 一 个 本 征 值 ,但 每 次 的 
测量 都 无 法 预期 出 现 的 是 哪 一 个 w 值 . 在 多 次 测量 后 ,统计 出 现 六 的 几率 将 正比 
于 |ci|*. 于 是 对 |A) 而 言 ,物理 量 & 的 期 竺 值 就 是 多 次 测量 后 的 平均 值 
a= oolg/ 2 ot {1,1,107 
(1. 1. 9) 式 表示 的 任意 状态 可 用 某 一 物理 算 符 & 的 本 征 态 矢量 展开 的 这 一 性 
质 同样 也 适用 于 将 |A} 用 另 一 物理 量 算 符 的 本 征 态 矢 集 展开 . 将 一 个 状态 用 不 同 
物理 量 算 符 的 本 征 态 矢 集 展开 ,叫做 取 不 同 的 表象 . 这 和 几何 中 选择 不 同 的 线性 无 
关 的 基 矢 来 描写 矢量 的 情形 可 相 类 比 . 
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测量 原理 的 另 一 个 推论 是 讨论 两 个 确定 的 物理 量 ia,8 是 否 具有 共同 本 征 态 的 
问题 , 如 果 有 ,其 合 义 就 是 说 存在 一 组 本 征 态 矢 {| 让), 它 有 如 下 的 性 质 
da 让 = | 
有 | 站 三 为 | 过 
如 果 没 有 , 则 分 别 存在 两 组 不 同 的 {1mw)} 及 (|X)} ,使 
é| n= | yn) 
B | Xr x | Xi 
如 为 前 者 则 称 物理 量 算 符 & 及 B 相 容 ,如 为 后 者 则 称 此 两 个 算 符 不 相 容 . 更 仔细 一 
点 说 ,如 &,B 相 容 , 则 它们 有 共同 的 本 征 态 矢 集 . 对 这 些 态 进行 物理 量 和 8 的 测 
量 会 同时 给 出 确定 值 . 如 两 者 不 相 容 ,存在 两 组 不 同 的 本 征 态 矢 集 , 则 对 一 个 物理 
量 能 给 出 确定 值 的 状态 ,对 另 一 物理 量 就 不 能 ,而 只 能 得 出 各 种 本 征 值 按 一 定 几 率 
的 分 布 . 
物理 量 算 符 间 的 相 容 性 本 征地 体现 在 相应 算 符 的 对 易 关 系 上 ; 即 如 两 算 符 对 
易 则 它们 是 相 容 的 . 不 相 容 的 两 物理 量 算 符 之 间 的 对 易 子 决定 了 在 任意 物理 态 矢 
中 对 两 物理 量 进行 测量 时 的 不 确定 性 关系 . 这 就 是 所 谓 的 海 森 堡 测 不 准 关 系 . 


1. 1.4 动力 学 


经 典 力学 中 决定 系统 随时 间 演 化 的 方程 是 牛顿 方程 ,而 在 量子 力学 中 决定 系 

统 态 矢 随时 间 演 化 的 方程 是 薛 定 彰 方程 

iiB, | =HID a 1 1%) 
其 中 万 是 系统 的 哈密 顿 算 符 . 如 互 不 显 含 +, 则 它 就 是 保守 体系 的 能 量 算 符 ;如 互 
显 含 1, 则 物理 系统 是 非 保守 体系 , 算 符 互 便 不 是 守恒 的 能 量 算 符 ， 

描述 系统 随时 间 的 演化 规律 除了 用 算 符 不 随 1 改变 而 系统 的 态 和 撩 随 t 变化 的 
苹 定 兽 图 像 之 外 ,也 可 用 态 矢 不 随 t 改变 而 算 符 随 : 变化 的 海 森 堡 图 像 . 

对 于 (1. 1. 13) 式 的 薛 定 兽 方程 ,除了 有 限 的 若干 个 特殊 系统 能 求 出 严格 的 解 
析 解 外 ,一 般 系 统 的 求解 是 困难 的 . 因此 在 量子 力学 的 理论 发 展 中 ,近似 求解 的 方 
法 也 是 它 的 一 个 主要 内 容 , 如 微 扰 论 . 变 分 法 及 W. K. B 方 法 等 . 随 着 计算 机 技术 
的 进展 , 纯 数 值 的 解法 也 得 到 了 普遍 的 应 用 ， 

在 量子 理论 中 描述 微观 粒子 的 动力 学 行为 和 经 典 力学 中 对 宏观 物体 的 动力 学 
行为 的 描述 存在 一 个 根本 性 的 区 别 . 对 于 宏观 的 物体 ,由 于 在 演化 过 程 的 任 一 时 刻 
它 都 有 确定 的 位 置 及 确定 的 动量 ,而 后 者 决定 了 它 在 下 一 时 刻 的 运动 速率 和 方向 ， 
因此 宏观 物体 的 动力 学 行为 是 沿 着 一 根 确 定 的 轨道 在 运动 . 然而 在 量子 理论 中 , 微 
观 粒子 的 位 置 及 动量 恰巧 是 一 对 不 相 容 的 , 共 堪 的 物理 量 , 在 演化 过 程 中 的 每 一 时 


(11. 11) 


(1,1, 12) 
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刻 它 的 位 置 及 动量 都 不 能 同时 确定 .所 以 微观 粒子 的 动力 学 行为 是 谈 不 上 具有 轨 
道 的 概念 的 . 

宏观 物体 的 运动 具有 确切 的 轨道 ,而 微观 粒子 的 演化 不 具有 确定 轨道 ,这 样 的 
一 个 宏观 力学 规律 及 微观 量子 理论 间 截 然 不 同 的 特点 局 发 我 们 必须 讨论 一 下 这 样 
的 情形 和 所 谓 的 对 应 原理 是 否 予 盾 . 对 应 原理 认为 宏观 力学 规律 应 当 被 看 做 是 在 
一 定 条 件 下 量子 理论 的 近似 . 如 果 考 虑 到 宏观 物体 的 运动 是 沿 确定 轨道 进行 ,而 微 
观 粒子 的 演化 毫 无 轨道 可 言 ,也 许 会 问 这 截然 不 同 的 两 种 情况 如 何 能 在 一 是 条 件 
下 发 生 从 量子 到 经 典 的 过 渡 ,这 个 问题 在 后 面 讨论 路 径 积分 时 会 得 到 详细 的 解答 ， 
这 里 先 粗略 地 谈 一 下 . 在 路 径 积分 中 微观 粒子 从 初始 状态 演化 到 末 态 诸 无 轨道 可 
言 ,不 过 这 也 可 换 成 另 一 个 说 法 , 即 可 以 看 做 是 经 过 无 数 多 个 不 同 的 路 径 从 初 态 发 
展 到 未 态 ,而 这 无 穷 多 个 不 同 的 路 径 的 出 现 具 有 不 同 的 几率 . 当 粒 子 的 质量 越 来 越 
大 时 ,不 同 路 径 具有 的 几率 差异 越 大 ; 当 粒 子 接近 于 宏观 物体 的 尺寸 时 在 无 穷 多 个 
路 径 中 只 有 围绕 经 典 轨道 邻 域 的 那些 路 径 才 有 显著 的 几率 , 而 远离 经 典 轨道 的 路 
径 的 几率 都 趋 于 等 . 这 样 , 关 于 宏观 物体 体系 的 量子 理论 就 会 过 渡 到 具有 确定 轨道 
的 经 典 理论 . 


1.2 多 粒子 体系 


1.2.1 多 粒子 体系 的 态 矢 


在 第 一 节 中 我 们 简短 回顾 了 量子 力学 中 有 关 的 单 粒 子 系统 的 内 容 . 量子 理论 
中 也 讨论 全 同 的 多 粒子 体系 . 在 单 粒 子 体 系 中 为 了 描述 态 矢 , 需 先 确定 一 个 表象 ， 
即 选 择 某 一 个 物理 量 算 符 的 本 征 态 矢 集 {| a}} 作为 基态 矢 , 然 后 将 任 一 态 矢 用 这 
一 组 基态 矢 来 展开 . 因此 对 于 N 个 全 同 粒 子 体系 一 开始 自然 会 选择 如 下 的 归 一 正 
交 基 矢 集 来 作 多 粒子 体系 的 基态 和 失 集 ， 
| ar an? S| om》 的 | a) OO: | on? (2., 1) 
这 种 归 一 正 交 基态 矢 对 应 的 波 函 数 就 是 这 种 基态 矢 在 位 置 表象 中 的 展开 表示 
faa CPE srN) = (PrN | oan) 
= (ri | 的 | 00 Cry | ay 的 | ay 的 的 | en)) 
= go (Ti) ge, (Ta ) ge, (rN) (1 2,2) 
这 种 基 的 内 积 可 表述 为 
(ataseeeaN | aiazeeaN) 一 《ol | ago | ge) eon | wy (1. 2.3) 
不 过 这 样 做 还 没有 考虑 到 全 同 粒 子 系 应 当 遵 守 的 全 同性 原理 . 为 了 满足 该 原理 ,对 
于 整数 自 旋 的 玻 色 子 体系 ,要 求 波 函 数 是 全 对 称 的 ,对 于 非 整数 自 旋 的 费 米 子 体 
系 , 要 求 波 函数 是 全 反 称 的 . 为 此 ,需要 对 (1. 2. 1) 式 中 引 人 的 基 矢 集 作 适当 的 改 
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造 , 如 将 了 标记 为 如 下 的 置换 


C1 a NY ——* CP, ,Ph, sen) 
则 满足 全 同性 原理 的 波 函 数 应 有 如 下 的 性 质 


pire Fp, soTp,) 中 wm 交 oFN) 1. 2. 4) 
其 中 的 因子 纪 ,对 玻 色 子 体系 来 讲 
一 1] (1. 2. 5) 
对 费 米子 体系 
_ | 十 1 侦 置 换 
sh We (1.2.6) 


显然 前 面 引 人 的 N 粒子 体系 的 波 函 数 , 即 由 单 粒子 系 的 Hilbert 空间 直 乘 生成 的 
N 粒子 体系 的 互 w 空间 的 态 矢 并 不 满足 全 同性 原理 的 要 求 ,为 了 使 物理 的 态 矢 成 
为 全 对 称 子 空间 ( 玻 色 子 体 系 ) 或 全 反 称 子 空 间 ( 费 米子 体系 ) 中 的 态 天 . 应 将 
(1. 2.2) 式 引信 的 多 粒子 体系 波 函 数 投影 到 这 两 个 子 空间 中 去 表示 为 


P 四 和 = 1 DV Crp, srp see ) C1. 2.7) 


可 以 证 明 上 式 中 引入 的 Ps 及 Ps 确实 是 投影 算 符 ,因为 它们 满足 以 下 关系 
Psp, =P,s 


对 于 上 面 的 等 式 只 需 对 Pr 的 情形 证 明 即 可 ,因为 对 Ps 类 似 可 得 . 
证 明 如 下 : 


Pig (nr, s Fy" 一 页 市 > D5 Ephrmn sp,p, rrpvP，) (1. 2.8) 


由 于 两 次 置换 仍 是 一 次 置换 , 故 可 将 P'P 改写 为 男 一 置换 Q. 另 一 方面 知 
P 为 偶 置 换 ,P' 为 侦 置 换 一 >Q 为 偶 置 换 
P 为 偶 置换 ,P' 为 奇 置 换 一 =Q 为 奇 置换 
P 为 奇 置换 ,P' 为 侦 置 换 一 >Q 为 奇 置 换 
P 为 奇 置换 ,P' 为 奇 冒 换 一 >Q 为 偶 置换 
故 有 
Fr = 
因此 人 ,2., 站 式 可 改写 成 


] 1 
Piglr rss ry) = 之 [i 2 pra "Fa, ero, )) 
一 i 2 Pry "Fa sy) 


一 Ppeyilr Fa sy" aFy) 市 


FF 


到 Peglr yra PN) C1. 2.9) 
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至 此 投影 算 符 的 性 质 就 得 以 证 明 . 
1.2.2 多 粒子 体系 态 矢 的 归 一 化 


现在 把 N 粒子 体系 中 的 位 置 波 函数 的 对 称 化 及 反对 称 化 的 办 法 推广 到 任意 
表象 中 去 ,使 得 N 粒子 体系 在 任何 表象 中 的 态 矢 都 满足 全 同性 原理 的 要 求 


| Pp ap ) ®l op) BO Bap) 
= PE(| ay (| ov) (1, 2. 10) 
尽管 (1. 2. 8) 式 已 成 为 符合 全 同性 原理 的 多 粒子 体系 的 态 矢 , 但 它 并 不 是 归 一 的 
《alaN | a'**an’= TH Db"E™ (ap, [6 "69 bap, | (| ap 和 | ay) 


NS (ln!) 
| 
= [| 0 D errsz 2 
= 页 工 ob (1.2. 11) 


在 上 式 的 推导 中 ,第 二 等 式 后 面 出 现 因子 【 | (n,1)) 的 理由 如 下 ;对 于 玻 色 


子 体系 而 言 ,在 某 一 单 粒 子 态 拓 中 允许 有 多 于 一 个 粒子 的 存在 . 因此 ,一 般 来 讲 在 
aan 的 这 N 个 单 粒 子 态 天 中 并 不 都 是 不 同 的 ,而 是 只 有 m 个 不 同 的 aj(m 夺 
NN) ,其 中 a; 单 粒子 态 上 如 有 ns 个 , 则 在 作 内 积 时 会 出 现 n。! 种 内 积 的 贡献 , 对 于 费 
米 多 粒子 体系 ,由 于 有 泡 利 不 相 容 限制 ,zw 只 能 取 为 1. 根据 (1. 2. 11) 式 的 结果 ,我 
们 将 重新 定义 既 满 足 全 同性 原理 又 是 归 一 的 多 粒子 体系 的 态 矢 为 

NI1 


PE a) 的 … 的 | an)) (1. 2. 12) 


| 1" "GN )》 一 
3 


这 样 做 了 以 后 和 单 粒子 态 矢 的 情况 一 样 ,由 于 (1. 2. 12) 式 中 的 态 矢 是 正 交 归 一 的 ， 
故 其 也 有 如 下 的 封闭 性 
| 1" "HN » oH] mas | == 1] 


| 


1.3 产生 和 潭 灭 算 符 


多 粒子 体系 中 的 一 个 重要 问题 就 是 粒子 间 的 相互 作用 , 相互 作用 中 的 两 粒子 ， 
不 论 其 相互 作用 的 机 制 如 何 ,在 能 量 ,动量 产生 牙 迁 以 后 ,两 粒子 总 是 从 初始 时 的 
量子 数 为 a 及 有 的 状态 转变 成 量子 数 为 7 及 6 的 状态 . 这 样 一 个 作用 的 过 程 可 以 
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自然 地 表述 为 状态 和 有 状态 粒子 的 消失 继 之 以 7 状态 及 8 状态 粒子 的 产生 ., 以 
后 会 看 到 用 这 种 描述 也 会 带 来 计算 上 的 便捷 . 为 此 ,需要 引信 描述 这 一 转变 过 程 的 
产生 及 潭 灭 算 符 . 
首先 引入 产生 算 符 mi ,其 定义 是 在 它 的 作用 下 N 个 对 称 化 的 玻 色 子 系 的 状 
态 或 N 个 反 称 化 的 费 米 子 系 的 状态 增加 一 个 单子 态 | 归并 成 为 N 十 1 个 对 称 化 的 
玻 色 子 系 或 N 十 1 个 反 称 化 的 费 米子 系 的 状态 . 如 都 用 正 交 归 一 基 来 表示 原 有 的 
N 粒子 系 的 态 |…An) 及 后 来 的 [U1…Awn?; 则 有 
at | Mio = vm 1 | MAn} 《1. 3. 1a) 
其 中 上 式 右 方 出 现 的 n, 是 原来 A1…an 中 包含 的 4 单 粒 子 态 的 占有 数 . 右 方 之 所 


以 出 现 Vn 十 1 的 因子 是 因为 将 (1. 3. 1a) 式 左 方 的 态 对 称 化 为 N 十 1 玻 色 子 的 态 
或 反 称 化 为 N 十 1 费 米子 系 的 态 , 则 有 


at | "i [an,) ®1 an ) @ 1 ap,) 
Cm 1 


而 正 交 归 一 的 对 称 化 N 十 1 玻 色 子 系 或 反 称 化 的 N 十 1 费 米子 系 的 121…An) 为 


RtD! Sr | 0,) Bln) BB ae,) 
及 1 wa 十 1 FP 
对 于 费 米子 体系 ,一 一 个 单子 态 最 多 只 1! 能 由 一 个 粒子 占有 . 所 以 ,如 已 为 1, 则 不 
可 能 再 加 入 一 个 的 粒子 . 只 有 专 二 0 的 情形 才 允 许 如 入 一 个 4 的 粒子 , 故 对 于 费 
米子 体系 ,(1. 3. 1a) 式 可 改写 成 

at | AiwAn? =| 有 LN) 《1. 3. 1b) 
还 可 得 出 如 下 的 一 些 推论 ， 

(a) 记 真 空 态 为 |0) ,应 有 


| A Ee = 


a | 0 一 | 和 《1.3. 2) 
(b) 将 Fock 空间 扩大 到 包含 不 同 粒 子 数 子 空 间 的 更 广 证 的 空间 时 , 即 
玻 色 体系 B= B, 中 B 中 B, 中 = 中 0B (1. 3. 3a) 
费 米 体系 FF= FF 中 由 Fy 中 二 中 oF [1.3 3b} 
封闭 关系 也 推广 成 


1 寺 | 他 检 | 十 3 | Ay eA YALA | C1. 3. 4) 
(c) 产生 算 符 间 的 对 易 关 系 . 根据 玻 色 子 及 费 米子 的 对 称 性 及 反 称 性 ,应 有 
arart | ja 一 vm 二 1m 1) | AN》 


= yim Dn DE | av》 
= hiay | A1™""Awy (1, 3. 5) 


8 。 高 等 量子 力学 


由 于 |A1*…An) 是 任意 的 态 和 天 , 故 有 


aias — bawai = 《1. 3. 6a) 
因此 ,对 玻 色 子 而 言 有 如 下 的 对 易 关 系 
[et vat] = [af ez] =atat ~—atat =0 (1. 3. 6b) 
对 费 米 子 而 言 有 如 下 的 反对 易 关系 
[Lat vat | aiat +atal = (1. 3. 6c) 
(d) 由 于 or 的 共 示 算 符 为 a,. 将 (1. 3. 6a) 式 取 共 示 得 
dy — ds 三 0 ‘1. 3.7) 


对 玻 色 子 而 言 , 得 La; ,a, ] 二 0, 而 对 费 米子 而 言 得 Lai sas ]+ 二 0 
(e) 对 (1. 3. 1a) 式 取 共 罗 得 
Vm 二 1mmAy |= Ghy | a 
将 上 式 右 乘 以 |a…a,) 得 
vm lAsA | oan? 一 《AN | a | oom) (1. 3. 8) 
从 上 式 左 方 立即 看 出 ,要 使 其 不 为 零 必 须 有 m= 二 N 十 1. 而 右 方 要 不 为 零 只 有 
ai |a…am》 是 N 个 粒子 的 态 . 可 见 a 的 物理 意义 是 它 作 用 于 右 矢 时 会 潭 灭 掉 一 个 
粒子 . 不 仅 如 此 , 当 将 |a…a,) 就 取 作 1%, 如 …Aw}) 时 左 方 成 为 Vn 十 1, 右 方 成 为 
(wa BA Ay [a [MAn) = Vm 1. 
可 昂 
a | MieAn) = vm 1 | wy》 (1. 3. 9a) 
再 考 虚 到 |4U*…Aw) 中 居于 单 粒子 态 4 上 的 占有 数 是 nn 十 1, 而 14*…Aw) 中 居于 单 
粒子 态 上 的 占有 数 是 n; ,可 将 (1. 3. 9a) 式 改写 成 
a | 和 wy》 一 Vi | Awa) (1. 3. 9b) 
(f) 现在 讨论 产生 算 符 与 潭 灭 算 符 间 的 对 易 关 系 . 先 讨 论 玻 色 子 体系 的 情形 ， 
选任 意 的 [hu…an) ,其 中 及 个 粒子 居于 单 粒子 态 |10 ,nn 个 粒子 居于 单 粒 子 态 
AAA 天 py， 于 是 有 
(aa 一 上 人 ) | 和 ANy》 
一 Ga Vi 十 1 | MAn) —at wa | Vi》 
= Vm 二 1 nt AAn) — Vm vn | An) 
= | A"An) (1. 3. 10a) 
(aias — ata) | 和 ww》 
= @y Vn tl | pihy) —at Vn | lAn) 
= Vn ln | Ai 一 Vi 十 1V | 有 Away》 
a (1. 3. 10b) 
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由 于 |…Aw) 的 任意 性 ,综合 (1. 3. 10a) 及 (1. 3. 10b) 得 
[Lavat | = 5, 

对 费 米子 而 言 ,产生 算 符 与 漂 灭 算 符 间 的 反对 易 关 系 为 
[a ray = Oy 


证 明 如 下 : 
先 看 (aial 二 ax ai) [heAn) -| 


可 见 (aar Ta i)=1. 
再 看 (axas as a) | AN 分 三 种 情况 . 
(Ci) |A*eAn) 不 合 义 . 
则 
(aat + ata) | hwAn) = oat | An? = a | pAiAn? 
(i) |XAw…rAn) 合 不 会 . 
则 
《aiay + atas) | NAn?= a | wy 十 本 |》 
= (— 1) | heAmyp) | AlmAnw 
= DD | Away 十 | pai 
=0 
Cn) [eAn) 会 ,会 J 
则 
(mat aian) | man? = a TF| “My ?= 
因为 |h…Aw-1) 中 少 一 个 单 粒 于 态 4 但 仍 售 j 单 粒 子 态 . 
至 此 (1. 3. 10d) 式 得 以 证 明 . 
(g) 定义 粒 于 数 算 符 


由 (1. 3. 9) 式 知 
i | 全 | aon 
= at Vns | ma)》 
-一 vm vn —1}+1 | 普 ] "gny 


一 一 -] ns | Cm) 


(1. 3. 10c) 


(1. 3. 10d) 


| 一 wy 加 | 不合 | 


a AN = 上 An) 如 | 一 Aw》 会 |4》 


一 昌 


“AN 


(1, 3511» 


(1. 3. 12) 


注意 第 二 行 的 |w…anv-1y 中 由 于 杜 灭 卸 一 个 | 败 的 粒子 ,所 以 在 其 中 居于 |o 的 粒 
子 数 比 |a*…an) 中 少 一 个 . 由 于 nn 是 lm…any 中 合 | 作 单 粒 子 态 的 占有 数 , 故 粒子 


数 算 符 的 物理 意义 从 (3. 1. 12) 式 可 以 清楚 地 看 出 . 
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1.4 多 体 算 符 


讨论 了 多 粒子 体系 的 态 矢 及 基本 的 产生 , 潭 灭 算 符 后 ,在 这 些 知识 基础 上 自然 
应 转 入 讨论 作用 在 多 粒子 态 和 撩 上 的 多 体 算 符 . 不 过 常见 和 重要 的 是 两 类 多 体 算 符 ， 
其 中 第 一 类 算 符 作用 到 多 粒子 态 和 撩 时 将 分 别 作 用 在 每 一 个 单 粒子 态 上 ,所 以 称 作 
单 体 算 符 , 而 第 二 类 算 符 将 作用 到 其 中 的 每 一 对 单 粒 子 态 上 因而 称 作 双 体 算 符 . 下 
面 将 分 别 予 以 讨论 . 

在 讨论 单 体 . 双 体 算 符 之 前 , 先 要 讨论 多 体 算 符 的 一 个 普遍 性 质 , 即 物 理 的 多 
体 算 符 在 它 作 用 于 满足 全 同性 原理 的 多 粒子 系 态 矢 之 后 形成 的 新 态 矢 也 应 满足 全 
同性 原理 . 换 句 话说 ,对 任意 的 多 粒子 态 拓 |) 和 任 一 多 体 算 符 U 应 有 

Ps U | = UP sy |» 
(| (| 


由 于 | 是 任意 的 , 故 有 


UP ,s, =P,sU (1.4.1) 
(二 


即 多 粒子 算 符 应 和 对 称 化 ( 反 称 化 ) 算 符 对 易 . 
1. 4.1 单 体 算 符 


由 于 单 体 算 符 品 将 分 别 作用 于 多 粒子 态 矢 中 的 每 一 个 单 粒子 态 , 所 以 自然 选 
择 吕 的 归 一 本 征 态 矢 集 { |a)) 作 为 单 粒 子 态 的 基 , 即 有 
Ula)=U,|a, U=*a|U|e) Cl, 2) 
有 了 以 上 的 准备 就 可 以 计算 单 体 算 符 U 在 多 粒子 态 矢 中 如 何 作用 ， 
U | man) = UMP ay @ DB| any) 
— MPRUC m) + | an)) 
= MPE DU, (| a) 因 … 四 | on)) 
= PU MPR(| a) @ Oan)) 
= ZU, | mav) 


上 式 中 的 M 是 态 矢 的 归 一 化 常数 . 因此 可 以 得 出 结论 :在 单 粒子 基态 矢 是 U 的 本 
征 态 矢 的 情况 下 ,U 对 多 粒子 态 矢 的 作用 可 表示 成 
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(1. 4. 3) 


U= ZU = ZU = 2 (alU laa a, 
根据 上 式 可 将 两 个 重要 的 单 体 算 符 ( 即 势能 算 符 及 动能 算 符 ) 的 显 式 表达 求 出 . 
(a) 势能 算 符 U(r) 的 对 角 表 象 是 位 置 表象 ,但 应 用 (1. 4. 3) 式 时 要 注意 这 时 
应 把 原来 分 立 的 写法 换 成 连续 积分 的 形式 . 因此 应 有 以 下 的 改变 
人 = |dr 
(a |U |a)— (tr | Ur) | 7) = Ur) 
同时 按 常用 的 记号 把 相应 的 产生 算 符 a 改写 成 1 (r),a; 写 成 lr), 因 此 按 


(1. 4. 3) 式 可 将 势能 算 符 写成 
Dr = |arU WY yn) 4 要 全 


(b) 动能 算 符 工 
1 = 


和 势能 算 符 的 做 法 相似 ,这 时 要 选 动 能 ( 即 动量 ) 的 本 征 态 矢 集 {|p)} 作 基态 矢 . 类 
所 于 尖 租 请 下 所 于 和 反 玉 入 的 乓 并 


T= | dp 到 下 (pp) 
十 ip "rih —ip*r ih 
=|dp | a (re ) Gr ee drdr 
Fh 人 “py 
= cay dp| | er A 
-让 ||| (r) Vv yr’) 人 "drd dp 


2 而 二 
=— 直 || CD Y2Wratr 一 rdrdr 


ww 和 | qrj* (7) Vb(r) (1.4, 5) 
1.4.2 双 体 算 符 
双 体 算 符 作 用 于 多 粒 于 态 矢 的 每 一 对 单 粒 子 态 上 , 即 
(1. 4. 6) 


VW | | as 一 3 Vs | 盖 ] “gn 
lacie je N 


其 中 的 算 符 V 作用 在 lu) 加 lw 上 . 类 似 于 单 体 算 符 的 推导 ,如 果 选 择 {1a)} 使 
Vi | a) ®| ow) = Vas | @) Bl eo) (1.4.7) 
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这 相当 于 lx )@|e ) 是 立 算 符 的 本 征 态 矢 对 ,于 是 立 作用 到 多 粒子 态 矢 上 时 便 得 

六 | man) 二 (地 Sh | wav) (1. 4. 8) 
其 中 因子 六 来 自 对 i,j 的 求 和 ,应 乘 以 元 以 消除 重复 计算 的 效果 . 现在 来 看 |a…ax) 
中 具有 同样 的 (a， PD 的 对 数 是 多 少 前 面 已 谈 过 |ai…en) 中 相同 的 单 粒 子 态 a 的 个 


数 是 占有 数 n, ,因此 vs, 中 
i | 史话 关上 oj 一 | 司 则 对 数 为 mn 


如 | a} =| 由 一 | ww) 则 对 数 为 n(n 一 1) 
故 有 
2 Vs 一 = DV (nn — Bans) (1. 4. 9) 
因此 可 将 (1. 4. 8) 式 改写 为 
| my = 译 DVa(ii 下) | nan) (1. 4. 10) 
of 
而 


nnag— On = da asap ag— oa a 
一 a ta as — Bs) a 
= ar (hhi as)ap 
= a aj agads 
最 后 可 将 (1. 4. 8) 式 表示 为 
V | m…aw) 一 BE Ve aj dgds | aaNy》 Cl 4d, 11) 


现在 将 (1. 4. 11) 式 应 用 于 多 粒 中 的 两 粒子 则 势能 算 符 ,这 时 在 4r} 表 象 中 
是 对 角 的 . 如 前 将 分 立 形式 改变 为 连续 变量 和 积分 形式 


立 一 路 月 一 [和 
at 一时 (Cr) as — fr) 时 一 是 (rs) ap — f(r) 5 — dndr, 
og 
因此 两 体 间 的 势能 的 作用 形式 可 表示 为 
7 一 了 |dr dratrirs |V | nr (ryt (rg(ra yn) 
一 了 |dr dravCri rad Cr Cr gr ) gr) 加 .4. 12) 


其 中 v (risr)=rnr|V |rir) 
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1.5 谐振 子 和 声 子 


1.5.1 一 维 谐振 子 


下 面 以 一 维 谐振 子 为 例 讨 论 如 何 用 产生 , 谭 灭 算 符 来 求解 一 个 物理 系统 . 首先 
回顾 一 下 在 量子 力学 课程 中 讨论 过 的 内 容 . 


一 维 谐振 子 的 哈密 顿 量 为 
六 = 二 + Sz C1, 生计 
其 中 声 一 一 法 之 《1. 5. 2) 
引 人 oo 一 友 《1. 5. 3) 
并 作 变 量变 换 
(到 ) z=ar (1. 5. 4) 
则 疡 应 表示 为 
二 a 
Pb =— i (mw)t 3 C1. 5. §) 
因此 五 可 改写 成 
ie/ 
户 = 学 ( 3p +t) (1. 5. 6) 
由 量子 力学 的 讨论 ,已 知 上 述 的 能 量 本 征 态 为 
hx) = N, FH 《1 5 7) 
其 中 HH, (az) 是 厄 米 多 项 式 , 相 应 的 能 量 本 征 值 为 
E, = (十 于) (1 5,8) 


将 对 应 于 yg (zx) 的 态 矢 记 成 |n) ,利用 厄 米 多 项 式 的 性 质 ,可 将 x 及 在 定 态 集 
{|} 中 的 矩阵 元 表示 为 


a | x | = | dys C7) (2) 
= (起 - [Cn FB 十 (ma) 二 Br 1] 


en | 而 | 妈 = dpi cz)( 一 达意 jw 人 z) 


*。 14 。 高 等 量子 力学 


1 ] 
= 一 二 Ea [On Di Bn Cn)Y By] (1. 5. 9) 


以 上 是 对 一 般 量子 力学 书 中 得 到 的 一 维 谐振 子 内 容 的 回顾 . 
1.5.2 用 产生 、 漂 灭 算 符 讨 论 谐振 子 


现在 将 这 一 问题 应 用 二 次 量子 化 方法 的 产生 、 潭 灭 算 符 来 重新 讨论 . 首先 引入 
两 个 互 为 共 示 的 无 量 岗 算 符 


一 + 丙 - (这 } (e+ 二) 


， (1. 5. 10) 
和 1 人 _ /nw ip 
=- 广 6 一 圳 = ( 嘻 ) te 一 本 | 
将 a 及 a 组 成 的 两 个 算 符 aa 和 aa 作用 到 任意 的 波 函 数 凤 (77 上 ,有 
aa 由 (办 一 吝 (?+ 总 )(? 一 部 jp 
= 计 (Yy+ 一 
aap(D== 记 (7 一 高) (9 十 总 jz 
= 地 (fp 一) 
两 式 相 减 得 
[aa+ 一 aa] = yD (1. 5. 11) 
由 于 y( 力 是 任意 的 波 函 数 ,所 以 由 上 式 可 得 出 
Lava! | Laat—alta]=1 (1. 5. 12) 
类 似 可 得 
[asa | = 属 
[er ,at 一 0 (1.5. 13) 


从 (1. 5. 12) 及 (1. 5. 13) 式 看 出 ,引信 的 aa+ 满 足 前 面 讨论 过 的 产生 , 潭 灭 算 符 的 
对 易 关 系 . 因此 接 下 来 要 做 的 自然 是 和 前 面 一 样 地 引信 真 室 态 10) , 它 满足 


ab 一 站 (1.5.14) 
以 及 “粒子 " 态 
n= A | (1. 5. 15) 
nD 


和 前 面 的 普遍 讨论 相 比 较 可 以 看 出 ,这 里 是 只 有 一 种 单 粒 子 态 的 简单 情形 . 由 
(1. 5. 15) 式 可 得 
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1 (nt 1) 
(nl) [nt D1 
= (nD |nt+1) (1. 5. 16) 
这 个 关系 在 前 面 的 普遍 讨论 中 已 得 到 过 . 如 前 所 述 , 它 表明 a* 具 有 产生 算 符 的 售 
多 ,由 (1. 5. 16) 式 得 


a | 元) 一 Ta nm | 0» = (aT nt | 0 
2 


(n’ | at|n) = (nt DB (1. 5, 17) 
取 上 式 的 复 共 二 并 交换 n 及 的 标号 ,得 
《 |alny = (ny)i Bee 或 a | nn) = (Cn)3 | nO 1} 1.5, 18) 
这 也 正 是 a 作为 潭 灭 算 符 的 含义 . 此 外 还 有 
ataln=at |n—1)=n|n) (1. 5. 19) 
这 说 明 a a 是 数 算 符 , 以 上 的 讨论 用 产生 , 肖 灭 算 符 重 新 完整 表述 了 了 一遍 一 维 谐 
振子 的 主要 内 容 . 于 是 我 们 自然 要 问 这 里 的 “粒子 " 指 的 是 什么 ? 为 此 ,让 我 们 回 到 
原来 的 谐振 子 哈密 顿 量 以 及 引 人 a,a+ 的 (1.5. 10) 式 ,有 
r= 部 (于 


ee 


= 加 (at a 十 却 ) (1. 5. 20) 


将 上 式 作用 到 (1. 5. 15) 式 中 的 “粒子 " 态 上 时 ,可 得 方 |)=(n 十 方 )iw|n). 从 这 一 


等 式 看 出 ,一 维 谐振 子 体系 的 能 量 取 决 于 具有 能 量 为 im 的 能 量 量 子 的 数目 ,可 见 
它 的 能 量 就 是 这 些 能 量 为 io 的 量子 的 能 量 之 和 ,因此 可 以 说 这 里 的 “粒子 "就 是 
谐振 子 系统 的 能 量 量子 . 此 外 ,由 (1. 5. 10) 式 及 解 可 得 


Bu {sk tnt 


Zw 2 
3 C1. ,21 
ji 
立即 可 从 (1. 5. 17) 及 (1. 5. 18) 式 得 到 
‘an | 这 | nn) 一 ( 直 -) cv | 人 | 人 十 人 | 对 | ny) 


本 (a&) [ova + (nt Didmm] 
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1 
iw [Bl if) Cn arly — tn |a | mn)) 


1 
一 一 (Se) [Cn 十 DiBven — (18 ] (1, 5, 22) 


得 到 的 结果 和 (1. 5. 9) 式 完全 一 致 .但 这 里 讨论 的 意义 不 仅 如 此 , 当 我 们 用 产 出 、 削 
灭 算 符 来 讨论 谐振 子 系统 时 ,对 该 系统 的 量子 行为 及 图 像 会 有 更 为 深入 及 清晰 的 
认识 . 


1.5.3 海 森 堡 图 像 中 的 讨论 


在 二 次 量子 化 的 理论 框架 下 ,物理 系统 随时 间 的 演化 规律 常用 算 香 随时 间 变 
化 而 态 矢 不 随时 间 变 化 的 海 森 堡 图 像 来 描述 . 即 算 符 随时 间 的 变化 满足 以 下 的 方 
程 (二 一 1 


2 i,60)] 
现在 我 们 就 用 一 维 谐振 体系 作为 例子 来 讨论 , 首先 看 谐振 子 的 能 量 量子 的 潭 灭 及 
产生 算 符 随时 间 如 何 变化 . 


站 sm i[LH,a] = 和 [ar aa — aata] 


ot 
= iwlat vala =— ian 
得 到 
att) = ea (1. 5. 23) 
对 上 式 取 共 辆 得 
a (1) 一 wa (1. 5. 24) 


从 这 里 的 讨论 再 一 次 看 出 用 ”能量 量子 "的 粒子 图 像 及 产生 、 潭 灭 算 符 的 办 法 可 以 
简捷 ,清晰 地 解 一 维 谐振 子 的 问题 ,因为 在 两 个 基本 的 算 符 随时 间 的 变化 规律 完全 
求 出 后 ,由 两 个 基本 算 符 构成 的 其 他 物理 量 随时 间 的 变化 也 都 可 以 得 到 . 不 仅 如 
此 ,在 应 用 二 次 量子 化 的 方法 将 上 述 单个 谐振 子 问题 推广 到 讨论 固体 中 原子 的 集 
体 振动 时 还 会 更 进一步 显示 出 它 的 优越 性 , 这 种 原子 集体 振动 的 多 种 模式 的 能 量 
量子 称 为 声 子 . 


1.5.4 声 子 
仍 以 简单 的 一 维 原 子 链 为 例 . 其 哈密 顿 量 为 
DE} (元 — Zn 3 (1. 5. 25) 
其 中 mm 为 原子 质量 ,p, 是 第 i 个 原子 的 动量 算 符 ,第 二 项 是 相 邻 原子 间 的 相互 作 
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用 势 , 坟 ; 是 第 i 个 原子 偏离 平衡 位 置 的 位 移 , 开 是 耦合 强度 . 

首先 把 这 一 问题 回 到 经 典 的 情形 去 讨论 ,在 得 到 多 种 经 典 的 振动 模式 后 ,再 借 

助 这 些 振动 模式 来 讨论 其 量子 理论 . (1. 5. 25) 式 对 应 的 经 典 运动 方程 为 

—mi = my rz = K(27 — za — zn) (1. 5. 26) 
在 上 式 中 我 们 已 假定 所 有 格 点 上 的 原子 都 以 相同 的 频率 mw 随 : 振动 . 上 式 启 发 我 
们 将 原子 的 振幅 取 为 如 下 形式 

Ti = Totos (hat) 
上 式 中 的 i 为 格 点 序号 ,a 为 晶 格 常数 ,k 是 波 矢 , 于 是 有 
AT 一 工 上 | 一 工 几 | xo| 2cog (kal) — cos (kal 十 是 ) 一 cos (kat —ka)| 
= xXx0CO08 (hal } (1 — cos ka) 

代入 (1. 5. 26) 式 得 到 各 种 集体 振动 模式 的 频率 的 表示 为 
《1. 5. 27) 
这 一 结果 同时 也 说 明 设 定 的 原子 都 按 同 一 频率 振动 以 及 振幅 随 波 天 分 布 的 解 是 正 
确 和 目 治 的 形式 . 

有 了 上 述 的 经 典 理 论 下 求 得 的 各 种 模式 后 ,现在 回 到 我 们 要 讨论 的 量子 理论 . 
受到 以 上 经 典 讨论 的 启发 我 们 将 (1. 5. 25) 式 中 的 实 空间 的 算 符 元 及 太 变换 到 满 
足 N 原子 链 的 周期 性 边界 条 件 的 波 矢 空 间 中 的 二 及 Pi，, 即 

这 和 Pr 2 元 
] i (1. 5. 28a) 
pr = NF 2 
Th = 中 E w 下 | 
《1. 5. 28b) 
ps 一 ep 
从 (1. 5. 28a) 式 导出 反 变 换 (1. 5. 28b) 式 时 利用 了 以 下 的 等 式 


利用 上 面 的 变换 公式 可 证 去 及 Ps 也 是 一 对 正则 算 符 , 即 由 
Lz | 一 过 
可 得 


1 
[zs pr = 这 el eton [Zz,, Pn | 
T+ 


2 
JN 一 
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= Lye ~ i (1. 5. 30) 
N 己 
(1. 5. 25) 式 中 的 势能 项 可 改写 成 
由 2 (zi 一 了 HH 一 由 TEA 一 e “一 人 “) 
有 和 


二 KY rern(l— coska) 
i 


= 2K > rer_ssin’ 学 
上 


一 TF lr (1. 5. 31) 
上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 (1. 5. 27) 式 ,第 一 等 式 用 到 以 下 的 关系 式 
Txt 3 各 Drire > i th’) irk 


ina 
一 DIT te 
赴 


= ZTEF_Eems (1. 5. 32) 
类 似 可 得 
DB? 一 Obibs (1. 5. 33) 
利用 (1. 5. 31) 及 (1. 5. 33) 式 可 将 (1 5, 25) 式 改写 成 
H = PP 十 2 TT (1. 5. 34) 


至 此 我 们 就 可 以 用 类 似 前 面 讨论 的 一 维 谐振 子 时 所 用 的 产生 、 洒 灭 算 符 方法 来 处 
理 这 一 问题 了 . 和 前 面 不 同 的 仅 是 要 从 原来 的 单 模 推广 到 多 模 的 情形 . 引入 第 种 
模式 的 潭 灭 及 产生 算 符 


“( 品 广 + 二 下 
1 (1. 5. 35) 
a = (PY) (rb) 
可 证 有 以 下 的 对 易 关 系 
[La 人 tj] = Fm :Pre = Hs 
[Leave |]=0 1, 5. 36) 


[at "at ] =0 


在 引信 不 同 模式 的 潭 灭 .产生 算 符 以 后 (1. 5. 34) 式 很 容易 改写 成 对 角 化 的 形式 
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= ws( 志 十 立 ) C1 37} 
因此 ,所 有 的 能 量 本 征 态 矢 就 都 可 得 到 , 即 
| on = 0) (1. 5. 38) 
此 Cs 1 
这 种 多 原子 体系 集体 运动 模式 的 能 量 量子 就 叫 声 子 . 这 种 声 子 体系 包含 了 不 同 大 
模式 的 声 子 , 和 一 维 谐振 子 情形 一 样 . 可 以 很 容易 导出 在 海 森 堡 图 像 中 ww (1?) 和 
at 《由 随时 间 的 变化 规律 为 
u(t) = are ™! 
(1. 5. 39) 
dat (tt) = at et 
从 声 子 体系 的 讨论 中 我 们 可 以 清楚 看 到 ,对 于 多 粒子 体系 问题 ,用 二 次 量子 化 的 方 
法 显然 要 比 用 传统 的 波 函 数 方法 优越 得 多 . 


1.6 哈密 顿 量 为 二 次 形式 的 对 角 化 


在 前 面 的 讨论 中 谈 到 ,多 体系 统 中 的 相互 作用 会 使 系统 中 粒子 的 状态 发 生变 
化 ,描述 这 一 物理 过 程 方便 而 又 自然 的 办 法 是 引信 粒子 状态 的 产生 和 潭 灭 算 符 以 
及 粒子 数 算 符 . 此 外 ,系统 所 有 的 物理 过 程 以 及 所 有 的 物理 量 都 可 用 产生 、 潭 灭 算 
符 表 示 , 可 见 二 次 量子 化 的 最 基本 要 素 就 是 产生 , 潭 灭 算 符 . 在 上 面 的 讨论 中 我 们 
用 一 维 谐振 子 及 一 维 原子 链 作为 例子 讨论 了 二 次 量子 化 的 求解 过 程 ,从 中 我 们 看 
到 只 要 把 一 个 物理 系统 的 哈密 顿 量 最 终 表 示威 能 量 量子 的 能 量 值 和 相应 的 粒子 数 
算 符 乘 积 之 和 的 形式 ,那么 系统 的 求解 就 得 到 了 严格 的 结果 ,因为 这 时 系统 完备 的 
能 量 本 征 态 矢 集 都 已 得 到 了 . 

然而 ,大 多 数 物理 系统 的 哈密 顿 量 用 产生 、 潭 灭 算 符 表 示 时 一 般 不 是 简单 的 
ie 一 2ataji 这 样 的 二 次 型 ,因此 大 多 数量 子 系 统 的 求解 是 一 个 困难 的 问 


题 . 当 我 们 写 出 它们 的 哈密 顿 量 时 ,常会 看 到 用 产生 和 漂 灭 算 符 表 示 出 来 的 哈密 顿 
量 不 仅 不 是 上 述 的 二 次 式 而 且 也 会 包 会 产生 和 适 灭 算 符 的 高 医 次 项 . 这 就 是 量子 
体系 严格 求解 的 根本 困难 所 在 . 不 过 对 于 特殊 的 物理 系统 , 若 它们 的 哈密 顿 量 能 表 
示 为 产生 和 潭 灭 算 符 的 一 般 形式 的 二 次 型 时 ,对 于 这 样 的 情形 我 们 仍 可 找到 严格 
求解 的 办 法 . 本 节 的 内 容 就 是 讨论 这 类 物理 系统 的 严格 求解 问题 . 它 又 常 被 称 为 物 
理 系统 的 对 角 化 . 
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1.6.1 Bogoliubov-Hopfield 变换 


为 了 使 讨论 简单 明了 ,我 们 以 具有 两 种 玻 色 模式 e ,af 和 aaz 的 物理 系统 
为 例 , 因 为 它 是 多 模式 系统 中 最 简单 的 情形 ,并 且 在 对 两 种 模式 的 情况 讨论 清楚 
后 ,容易 看 出 按 相 同 的 原则 和 办 法 可 以 将 其 推广 到 多 模 的 情形 . 这 一 简单 的 物理 系 
统 的 哈密 顿 量 的 最 一 般 表 示 为 
H =Buat a + sat as + datat + duatat 
二 Baad a + dad as + Brat ar + oat aid 
十 二 1Q1a1 十 sania 二 B3010T + Barad 
二 Biaaail + Baras adaal + Buasa (1. 6.1) 
在 上 式 右 方 的 16 项 中 事实 上 有 些 项 是 可 以 人 台 并 的 ,例如 Baira 和 sa ， 
Saadz 和 Suazal 等 .这 里 有 意 保留 这 种 对 称 的 形式 是 因为 这 样 做 更 有 利于 下 面 将 
要 谈 到 的 求解 方法 . 
针对 (1. 6. 1) 式 表示 的 两 玻 色 模式 的 二 次 型 的 哈密 顿 量 , Bogoliubov 提出 了 
将 原 有 的 ai lar ) 和 aslaz ) 算 符 通 过 如 下 形式 的 线性 变换 变 成 两 个 新 的 玻 色 算 符 
A= wa wa uaal + was 
家 (1. 6. 2) 
B= wawa tt wa + wa 
选择 恰当 的 iu;} 和 {vw} 使 得 该 系统 的 哈密 顿 量 用 新 的 A(A™) 和 BC(B™ ) 表 示 出 来 
后 取 如 下 的 对 角 化 的 形式 
H= mA AwB' B11E, 《1. 6. 3) 
这 样 一 来 系统 的 严格 解 就 得 到 了 . 因为 有 了 (1. 6. 3) 式 的 哈密 顿 量 形式 ,系统 的 所 
有 能 量 本 征 值 E,， 
En, = ml naw Es (1.6.4) 
以 及 相应 的 能 量 本 征 态 和 天 为 | m,n ) 就 都 已 经 得 到 .于 是 ,对 这 样 的 物理 系统 的 严 
格 求解 问题 便 归结 为 解 (1. 6.2) 式 中 的 系数 {uw} 和 {vi}. 
Hopfield 后 来 找到 了 一 个 系统 求解 (ww} 和 {vw} 的 方法 : 
(al 由 于 atai ) 和 as(laz ) 是 两 个 独立 的 玻 色 算 符 , 因 此 它们 应 满足 如 下 的 基 
本 对 易 关 系 
Lasai] = [Latyat j= [Lesyas 王 [中 at] 一 0 
[Laval ] = Lasvai j= 1 (C1. 6. 5) 
[ai as] = [Larat | = [atvas] = Lat vat 1]=0 
变换 后 的 新 算 符 A(A*),B(B” ) 应 当 也 是 相互 独立 的 两 个 玻 色 算 符 , 所 以 它们 也 
应 满足 
[A,A']=1 
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[8 下- 1] 一 工 
[IIA.BI=[|A,.Br]=0 
将 (1. 6. 2) 式 中 的 ACAT),B0B7) 用 (laf ) ,vas (lat ) 表 示 的 关系 式 代 入 (1, 6. 6) 式 
中 并 利用 (1. 6. 5) 式 , 便 得 到 {ww},{w} 需 满足 的 必要 条 件 
Wf 十 妈 十 ui 十 w= 二 1 
研 十 啼 十 硝 十 大 = 二 1 (1. 6.7) 
WU 二 Wa ve TT Wa Us 十 wa wa = 0 
tb) 把 (1. 6.2) 式 代入 (1. 6. 引 ) 式 中 ,将 它 重新 用 allail ) 和 as (la? ) 表 示 出 来 再 
和 (1. 6. 1) 式 作 比 较 , 立 即 可 得 
6 = nil wa vv (1. 6.8) 
不 过 需要 补充 说 明 一 点 是 ,在 作 比 较 时 我 们 是 将 (1. 6. 3) 式 中 的 H 一 E,。 和 (1. 6. 1) 
式 中 的 所 相等 得 到 的 (1. 6. 8) 式 , 那么 我 们 要 问 为 什么 不 用 (1 6. 3) 式 的 互 和 
(1. 6. 1) 式 的 互 直接 相 比 呢 ? 或 者 换 句 话说 ,在 将 原 有 的 ai (af ) ,az(az ) 算 符 的 
Hilbert 空间 变换 到 新 的 A(A+) ,BCB+ ) 算 符 的 Hilbert 空间 时 ,五 作 了 一 个 E。 
的 能 量 等 点 调整 . 变换 时 能 量 和 零点 变动 的 意义 及 必要 性 在 矩阵 法 中 没有 明确 的 解 
释 , 这 点 将 推迟 到 下 一 小 节 讨论 新 的 对 角 化 方法 时 回 管 ， 
(c) 引信 一 个 M 矩阵 


(1. 6.6) 


1 ds a 站 

Gu Gr Gu tu 
LM|= (1. .6.9) 

Gu Ga a 

Bi Da Ds tn 


此 外 再 把 tu;}, {wv} 写成 列 短 阵 


[wj = 
{1.6.10) 


EE De 


可 得 到 如 下 的 关系 式 
[MJLu] = on Lu] 
[MjLv] = wsLv] 
上 式 的 得 到 利用 了 (01. 6.7) 式 和 (1. 6. 8) 式 . 我 们 取 (1. 6. 11) 式 中 第 一 等 式 的 第 i 


(1. 6. 11) 
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行为 例 来 验算 ， 

Bi 二 Bz titz 二 Ba us + 6 thy 

= (otwul TT ea vv Iu 十 【oz 本 型? 二 wa Viv ) a 

十 Con wt 二 we tiva ua 二 Con Witty 十 ae 本 

= nwtut 二 翰 十 十 ) 十 wv 十 Vetus 十 vat 十 wis) 

= on Wi 
结论 :(1. 6. 11) 式 是 矩阵 法 的 主要 结果 . 即 由 原始 的 哈密 顿 量 表示 式 (1. 6. 1) 的 二 
次 式 的 系数 6 构成 一 个 由 中 . 6. 9) 式 表示 的 M 矩阵 ,IM 矩阵 的 本 征 矢 中 的 抢 阵 元 
就 是 我 们 所 需要 的 (1. 6. 2) 式 的 变换 系数 . 对 于 两 个 模式 的 系统 , 它 的 本 征 值 就 是 
ol 和 ;本 征 矢 相 应 的 是 La] 和 [vw]. 从 以 上 的 讨论 看 出 ,我 们 的 确 得 到 了 一 个 系统 
的 求解 方法 , 即 把 求 变换 的 问题 变 成 了 一 个 求 矩阵 本 征 值 的 问题 . 


1, 6.2 双 线 性 哈密 顿 量 的 一 种 新 解法 


从 上 一 小 节 的 讨论 ,Bogoliubov-Hopfield 变换 的 确 是 一 个 系统 的 方法 . 尽管 
讨论 用 了 最 简单 的 两 模式 的 情形 ,但 推广 到 更 多 的 模式 情形 是 直截了当 的 . 对 于 
N 模 的 情形 ,只 要 把 M 矩阵 从 4Xx4 的 矩阵 推广 到 2NXx2N 矩阵 即 可 . 不 过 ,从 单 
纯 的 计算 繁复 程度 来 看 , 当 N 较 大 时 IM 和 矩阵 的 秩 增 大 ,一 个 秩 很 大 的 和 矩阵 的 本 征 
舌 及 本 征 值 的 求解 仍然 是 很 困难 的 . 那么 我 们 会 想 , 有 没有 可 能 将 这 一 求解 过 程 分 
成 几 个 阶段 ,使 每 一 阶段 的 求解 过 程 都 在 较 低 阶 或 在 可 行 性 更 佳 的 情形 下 进行 呢 ? 
除 此 之 外 ,在 上 面 的 讨论 中 留 下 (1. 6. 3) 式 中 的 E, 的 物理 意义 还 需要 进一步 弄 清 
楚 . 它 真 的 只 是 一 个 可 有 可 无 的 能 量 零点 的 选择 还 是 决定 系统 性 质 的 一 个 重要 的 、 
确定 的 物理 量 ?” 以 上 两 点 将 在 和 下面 介绍 的 新 的 对 角 化 方法 中 得 到 解答 . 

ta) 基态 解 . 由 于 讨论 的 方法 和 上 一 小 节 不 同 ,不 需要 像 (1. 6. 1) 式 那样 有 意 
将 二 次 式 的 哈密 顿 量 写成 对 称 的 形式 . 为 了 简便 起 见 , 可 将 其 中 的 一 些 项 归并 起 
来 ,所 以 普遍 的 两 模 的 二 次 式 可 以 化 简 为 

H =6atat + afta taa 十 记过 直 十 高 对 ay + baat 


二 全 aias 十 oad az 二 Grat as 十 Boaaas (1, 6 12) 
首先 要 指出 的 是 这 一 系统 具有 如 下 形式 的 基态 态 矢 
| = Erde | 0》 (1. 6. 13) 
将 1. 6. 2 和 (1.6. 13) 式 代 人 是 态 方程 中 
H|I}=E|;} (1.6.14) 


得 
[Batai + aiai + aidat + hat (2aalt + Pat) + (2at (Zaat + Pat ):) 
+6ai (2yud + Pat) + ai (2aal + Baid ) + ai (2yut + Pat ) 
+ (B+ (2aat + pat) (2yat +Bat)) + Bo(27+ (2y0t + pat)’) |) 
一 也 | (1. 6. 15) 
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在 导出 上 面 的 (1. 6. 15) 式 时 用 到 了 以 下 的 运算 结果 


al)= mealai+p 人 Ho 二 | 0) 
= 病 |1+ (eof 对 + patat + teat) 十 机 aat a + +pata + ytat y+ ||0) 
本 [2aat +pat + (aatat + patai + yatai)a + * 2(2a0t + pat) 
* (aatat + Patat + pia) + 去 (aa dj 十 Baf+ 叶 十 加 二 二)aai 十 可 
* 3(2aat + Bai ) (aatat + Patati + yatat)’ 十 吝 (aatat + Batai 
+ mtat)a 十 | 0) 


二 《Sa 


| 2aai +Pai + (2aat + pai)(aaiat + paiai + yatai) 十 胡 


+Bai)(aatat + patat + ya#at): + wl | 0) 
= (2aat +pai)|1 + (malal + Baiatd + miai) 十 而 (aafdi + patai 


十 加 zaz ) ued | 0 


= (2aat + Pad)eidtpidteid |0) = (2gat + pat) |) (1. 6. 16) 
以 及 类 似 的 

as |) = (2yad 十 Bay) |) (1.6. 17) 

aazs |} = [B+ (2aat + Bat )(2yad + Bat)] |» (1. 6. 18) 


比较 (1. 6. 15) 式 两 端的 上》,ar ea 17,ar ez | 和 az az |) 四 类 态 舌 项 . 可 得 如 下 的 四 
个 等 式 


Eo = 20a 二 二 20607 (1.6.19) 
6 十 26za 十 46ye: 十 全 B 十 26;o8 十 np = 二 0 (1.6. 20) 
B+ 6B+ dB 26:7 二 +2600 (day +B )+B B+ dropy = 0 
(1. 6. 21) 
Be tp tdB+ 2 + 267+ nr =0 《1. 6. 22) 


由 以 上 的 四 个 关于 待定 量 Es,a,B,Y 的 联 立方 程 即 可 将 它们 求 出 ,并 由 些 看 出 由 
(1. 6. 13) 式 给 出 的 基态 解 形式 是 正确 的 . 

(b) 由 上 面 的 关于 系统 基态 的 讨论 我 们 知道 将 原来 的 算 符 ai (ar ) ,as (a? ) 变 
换 到 对 角 化 的 4(4 ) 太 BCB”) 时 , 写 出 的 对 角 化 形式 的 哈密 顿 量 必须 是 (1. 6. 3) 
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式 的 形式 , 即 互 王 mA- AT 十 omB 十 画 , 这 是 因为 如 表示 为 HanA A 十 omB 
一 上 ! 轴 十 wzfis , 它 的 最 低能 态 的 能 量 是 m= 二 n= 二 0 的 态 , 即 局 三 0 的 态 . 这 就 和 上 
面 得 到 的 系统 基态 能 一 般 是 不 为 零 的 Ew 相抵 触 . 因此 我 们 得 到 的 结论 是 (1. 6. 3) 
式 的 对 角 化 形式 中 必须 加 上 E, 这 一 项 ,而 且 它 不 是 别 的 物理 量 , 正 是 物理 系统 的 
基态 能 量 . 
(c) 前 面 讨 论 回答 了 (1. 6. 3) 式 中 为 什么 有 Eo 项 ,而 且 明 确 了 Es 就 是 系统 的 
最 低能 态 的 能 量 值 以 及 如 何 求解 Eo 和 相应 的 态 拓 . 现在 来 讨论 本 小 节 开 始 时 谈 
到 的 第 二 个 问题 , 即 我 们 能 否 将 求解 变换 系数 的 矩阵 的 秩 降低 一 些 从 而 降低 运算 
的 复杂 程度 . 为 此 我 们 先 来 看 一 下 (1. 6. 3) 式 
H=unA' A+wB' B+E, 
还 会 告诉 我 们 什么 样 的 更 多 的 物理 含义 . 前 面 已 得 到 的 结果 是 系统 具有 一 个 最 低 
能 态 |) ,其 相应 的 能 量 值 是 Eo. 这 个 态 天 在 A(4 ) 和 BL(B”) 的 新 的 Hilbert 空间 
里 是 一 个 什么 样 的 态 矢 ? 它 在 新 的 Hilbert 空间 里 对 应 于 |m = 二 0,nm 二 0) 的 态 矢 ， 
也 就 是 说 , 它 是 新 的 Hilbert 空间 的 真空 态 , 即 
|? 一 | 0) 0 (1. 6. 23) 
因此 它 应 有 如 下 的 性 质 
A|l)=B|)= A|O0wus 一 卫 |0)om 一 0 (1. 6. 24) 
以 上 | 一 0 为 例 来 看 会 有 什么 样 的 结果 . 
A|I}=0= (wa wa wail ua): Er 可 二 Te 二 | 9 
= [ua{(2aat + ai) wu (2yad + Pat) wat + wat | 
» erie tht ot tt | 0) (1. 6. 25) 
比较 左 , 右 方 的 at em oi +m 汪 + 二 10) 及 ae orai e+ 和 二 |0) 得 
Ws 十 zol 十 Bus = 二 0 J 
ut 二 2743 二 Bul 一 0 
即 
Wa 一 一 ou — Pus 
4 —=— yu 一 有 ui 
可 见 异 助 于 认识 到 |)==|10)ww 是 A、B 的 Hilbert 空间 的 真空 态 我 们 便 能 得 到 ws ,am 
依赖 于 wi ,as 的 关系 ,这 样 一 来 真正 的 待 求 量 就 只 有 两 个 独立 的 了 . 说 得 更 清楚 一 
点 :由 于 (1. 6. 27) 和 (1. 6. 11) 式 的 第 一 个 本 征 惩 阵 方程 中 的 竺 求 量 就 只 有 两 个 了 . 
比 起 直接 解 (1. 6. 11) 式 的 第 一 个 方程 的 四 个 待 求 量 减少 了 一 半 . 在 模式 较 多 时 这 
种 做 法 对 求解 会 有 较 大 的 帮助 . 
(d) 我 们 也 可 以 不 必 再 回 到 (1. 6. 11) 式 的 BH 矩阵 法 去 求解 ,而 是 利用 现在 
讨论 的 方法 直接 导出 w (ws) 和 wi(vws) 满 足 的 本 征 方程 组 . 仍 以 A(AT7 ) 为 例 . 


1.6. 27) 
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第 一 步 , 找 出 第 一 激发 态 A7 |) 的 具体 表示 式 
A+|}= CGwat + uat + uaai + are th te | 0) 
LO 十 Zou3 十 Bua)al 二 (ws 二 2 十 Bua)at | 
eto tt +etdt | 0) (1. 6. 28) 
第 二 步 :将 (1. 6. 27) 式 代 人 (1. 6. 28) 式 得 到 4+ | 只 由 ww ,uz 表示 的 式 子 . 
A+|) ={[(]1 一 4 —pB)u — 28(a 二 ya Jat 
+[(1—47 —P’)w —2p(a + Yu Jat J} pdt | 0) 


(1. 6. 29) 
引入 
m= 1—4dao—pP 
qs = 1— 2p(a++ 7) (1. 6. 30) 
n=]1—4y—B:’ 
(1. 6. 29) 式 改写 成 
AT|) =[L (gi — peu)at + (gytts — guui )at | 
。 Elol tia tm | OY 《1. 6.31) 
第 三 步 ; 按 对 角 化 后 的 (1. 6. 3) 式 应 有 
HA | 一 (十 下 (CA |)) (1. 6. 32) 


将 (1. 6. 31) 式 代 人 上 式 . 并 将 (1. 6. 12) 式 的 日 表示 式 代 人 上 式 的 左 方 ,通过 一 定 
的 运算 后 可 得 ( 见 附录 ) 
H(ATI))= [Bp — pous)al + doda (pt — gums )at 
十 26PB(9u 一 次 让) + (gaus — gudal + oe gu — gus )ai 
+6Agma — ge)al 十 2 (gm — qau)al + 26ra( gous — qemu)at 
toB(gpau — gau)ai + bo (paus — gathi)ai + 2608( psuz — pau Jai 
二 oy(gpauw — gam)at |] |)+ [L(g — paus at 
+ (pau — pau yad JH] 1) 
= (w+ Eo)[ Cpr — getta)at + (gts — gout )at | |} 【1.6. 33) 
消去 上 式 两 方 的 
[Co — pou)al + (psus — pou )at JH |» 
= Eo (gi — gaua)at + (gaus — geu)at ] |) 
后 , 剩 下 的 部 分 再 分 别 比较 ai | 和 ez |) 的 系数 得 
(Bs + hod Dg — gaus) + 6s 2670 + 260P) (pu — gaui) 
= wou — gaus) (1.6.34) 
(二 Bp 二 oY (ptt CO— peu ) + (6 + 26 2677) (pin — gous) 
= wi — gel) (1. 6. 35) 
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最 后 归结 为 由 (1. 6. 34) 和 (1. 6. 35) 两 式 去 解 ww ,ws， 

现在 作 一 简短 的 小 结 : 

(a) (1. 6. 34) 和 (1. 6. 35) 式 就 是 用 新 方法 得 到 的 直接 解 wi ,ws ,w 的 两 个 联 立 
方程 ,这 就 是 对 提出 的 第 二 个 问题 的 解答 :不 需 解 由 ,wz yu yw， 只 需 解 wi ,wz. 

(b) 虽然 只 是 用 A(4- ) 的 形式 在 推导 ,但 实际 上 在 解 (1. 6, 34) 和 (1. 6. 35) 式 
时 会 得 到 on ,ws 两 个 解 ,因此 自然 就 把 BCB”) 的 结果 带 了 进来 . 

(ec) 从 推演 的 过 程 看 ,新 方法 虽然 减少 了 待定 量 的 数目 ,但 它 的 代价 是 用 了 较 
多 的 解析 推导 步骤 .在 N=2 的 情况 下 B-H 方法 显得 直接 ,简便 , 待 求 量 也 不 算 
多 .但 在 N 较 大 时 后 面 的 方法 就 一 定 会 显 出 它 的 优越 性 来 了 . 

(d) B-H 方法 的 特点 是 巧妙 地 利用 变换 前 后 两 组 玻 色 算 符 的 基本 对 易 关 系 的 
特性 ,而 后 一 种 方法 是 从 哈密 顿 量 算 符 出 发 求 基态 及 激发 谱 的 物理 性 质 来 讨论 的 , 
它 除 了 完成 对 角 化 的 任务 外 ,同时 也 得 到 了 所 有 的 激发 态 的 态 矢 表示 . 后 面 一 点 是 
B-H 方法 中 没有 涉及 的 ， 


附 录 


(1. 6. 31) 式 的 推导 
为 了 看 得 更 清楚 ,将 日 中 的 每 一 项 对 
[pu — gouta)al + (gaus — geui)at | |» 
作用 的 结果 分 别 列 于 下 面 . 

(1) at ait [Cp — gous)ar + (pu — pou)as ||} 

=[(pu— pu)at + (pu — gu)at jartat |) 
(2) at aL Copia — pou)al + pu — peta Yar ||) 

= (qin — gets)ar ;+ — pousdart + (gu — pau as J0ar a | 
(3) BaaL (gu — pu)ar (pus — pau)as ||» 

—26;: (piu — pata ) a + [Cp —gaus)ar + (gau — pau)art JBaa | 

=26 (gu — gous) (2aal 十 Baz )|) 

+[ Cpa — gus)ar (pu — gu)ar daa |? 

(4) Ba az [ (pt — got)ar + (psus — gau)az 1|» 

=[ (gt — gous)ar i+ (ptt — get )as JBail az |) 
(5) Bai dzL Co i —gaus)ai + (gpaus — peu ya# |» 

= (gst — peau)arl |}+ (gua — geua)al (pus— gu das JOal as |) 
(6) Beaz a (gi — gous)ar + (psu — goin az |) 

= (gn — peua)art |)+[ (op — peu)ar + (pus — gau)as lar a |} 
(7) Baras[L (Cpt — gous)at + (gyus — ge )az ||) 
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= (gm — gous)as | to (psu — geu)a | 
十 [Pa — gau)at + (pau — pau )at J6raras |) 
= (pu pu) (27ya2 TPar )+o (gu — pau) (2aal 十 Bo ) 
+L Cpa — gaus)ail + (psu — geui)at J8raias |) 
(8) Baz a [Copa — wou )ar + (pau — gon)at ||) 
=[ (gn — peu)ar + (gu — peui)as lai az |) 
(9) Bar asL (pt — gous)al (psu — pau )ar ||) 
= (pu — gm)at |)+ [Cpu — paus)at + (paus— gpaui)at Bat as|) 
(10) Boazas[L (pu — gus)at + (gaus — qau)at J|) 
=2610 (gu — peu ) (2aat TPat )|)+ [L(g — peus)at 
+ (gps — pau )as Boasas |) 
综合 以 上 的 计算 有 
H(ATI))= [BCp — gotta + dds Cpt — pous )at 
26 gu — geus)al 十 26s (gaus — pau )at 
2605at gq Wl gute Ja +oAB(g Wl Feua )al 
十 26r7y tg — peus)ai + 26rat ps — paui)al 
+AR gu — pau)at + (gaus — pou)at 
十 2610P( gps Wa aul J)at 十 4610at ga us — gau Jat | | » 
十 [亲本 — peus)at + (qaus — pau)at JH |) 
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上 一 章 的 主要 目的 是 将 单 粒 子 的 量子 力学 推广 到 多 粒子 体系 ,其 中 引信 洒 灭 、 
产生 算 符 这 样 的 理论 工具 是 一 个 重要 的 手段 , 在 本 章 里 将 从 另 一 个 角度 作 量 子 理 
论 的 推广 ,即将 低 粒 子 速度 时 通用 的 非 相 对 论 量子 力学 推广 到 粒子 速度 接近 光速 
时 的 相对 论 量子 力学 , 在 非 相 对 论 量子 力学 中 描述 演化 规律 的 动力 学 方程 是 薛 定 
调 方 程 ,在 该 方程 中 出 现 的 是 对 时 间 的 一 次 微 商 和 对 空间 的 二 次 微 商 . 这 种 情况 显 
然 不 满足 相对 论 时 - 空 对 称 的 协 变性 原理 ,因此 要 把 量子 力学 理论 和 相对 论 协调 起 
来 的 首要 工作 是 建立 符合 时 空 协 变性 的 动力 学 方程 . 从 这 样 的 原则 出 发 考虑 如 何 
构建 协 变 的 KleinGordon 方程 (K-G 方程 ) 和 Dirac 方 程 以 及 与 它们 有 关 的 讨论 将 
是 本 章 的 主要 内 容 . 


2. 1 K-G 方程 
在 讨论 K-G 方程 之 前 先 回顾 一 下 相对 论 的 一 些 重要 内 容 . 
如 采取 欧 氏 度 规 
站 一 让。 《wy 8) 
则 四 维 坐 标 取 作 x, =(x,ict) 
四 维 动量 为 p= (priE/e) 


四 维 流 矢量 为 j= (j,icp) 
四 维 电磁 势 为 A,=(A,ig) 
质 能 关系 为 F'=c p+me' 
有 了 上 述 简 短 回顾 后 ,我 们 现在 开始 讨论 相对 论 量子 理论 的 动力 学 方程 的 建 
立 . 根据 在 非 相 对 论 性 量子 力学 中 的 量子 化 办 法 , 即 把 三 维 的 动量 p 转变 成 算 符 ， 
P 一 ”三 一 一 过 V, 最 自然 的 量子 理论 的 相对 论 化 是 将 四 维 动量 同样 地 算 符 化 , 即 
p—— 1kY 
EF 一 一 icp4 — (— ic)(— 讨 &) 
一 (一 ji 人 一 读 ) (总) 
一 二 已， 
同时 把 非 相 对 论 的 质 能 关系 (自由 粒子 ) 
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写成 的 量子 力学 方程 ( 薛 定 刘 方 程 ) 


a) = (2 


FB 一 后 六 十 PR 
写成 一 个 相对 论 的 量子 力学 方程 
(kB = [Le (CO— 庄 VV) 二 me jy 


改 用 相对 论 的 质 能 关系 


即 
一 夫 0 = (C— Re V+me)y 《2. 1. 1) 
这 就 是 Klein-Gordon 方程 . 从 这 一 方程 出 发 下 面 我 们 将 作 一 些 讨 论 ， 


2.1.1 K-G 方程 的 平面 波 解 


假定 K-G 方程 有 平面 波 解 
y= AeDhs, 一 Aero (2. 1. 2) 
上 式 中 第 二 等 式 的 得 来 如 下 :这 里 的 波 矢 太 和 四 动量 P, 间 有 如 下 的 关系 
_P 
二 在 即 i (2. 1. 3) 
” = 过 _iW_i 生 | 
, 瑟 Ch C 让 C 
所 以 有 
hors = ke ri (Cid) 二天。 一 (2, 1. 4) 


将 (2. 1, 2) 式 代 人 (2. 1. 1) 式 得 
2 — (ek +mici)y 

消去 几 后 得 到 如 下 的 质 能 关系 

Fi 一下 让 十 
即 是 说 如 要 求 (2. 1. 2) 式 是 正确 的 平面 波 解 , 则 粒子 的 质 能 关系 必须 符合 以 上 的 条 
件 . 进一步 由 上 式 得 

E=+t Vep mc 
虽然 上 式 的 正 号 解 正 是 我 们 期 望 的 正确 的 相对 论 质 能 关系 ,但 它 同 时 却 给 出 了 物 
理 上 不 合理 的 负 能 解 . 因为 当 有 负 能 解 的 存在 时 ,粒子 不 可 能 稳定 , 它 将 一 直 向 更 
抽 的 能 级 婚 迁 . 
其 次 再 对 Klein-Gordon 方程 
> By = mc (2. 1. 1a) 


取 复 数 共 二 得 
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921 = 2 -p (2, 1. 1b) 
作 ， (2.1.1a) 一 (2.1.1b)，y 可 得 
(Va) DB y=0 


即 
ap— ja’) 一 0 (2, 1. 5ay 
如 定义 四 维 流 密度 如 下 
j= Ey a — Yay”) (2. 1. 6a) 
则 (2. 1. 5a) 式 表现 为 连续 方程 
3,j, = (2. 1. 5b) 
不 过 仔细 分 析 一 下 引信 的 四 维 流 密度 ,发现 
j= EIm(y* vp) (2. 1. 6b) 


看 做 三 维 流 密度 是 没有 问题 的 (上 式 中 的 Im 系 指 取 后 面 量 的 虚 部 ); 然 而 js 或 相 
应 的 p 


iene 


Ic mt 


= lim(y: Bg) 


lom ie 
一 一 Im(y’ Ba) (2. 1. 6c) 
却 由 于 上 式 的 右 方 既 可 为 正 也 可 为 负 , 不 能 解释 为 几率 密度 . 这 样 K-G 方程 既 遇 
到 了 负 能 量 又 遇 到 了 负 几 率 密 度 的 困难 ,因此 历史 上 在 一 段 时 间 里 几乎 将 它 放弃 
掉 . 不 过 ,后 来 发 现在 量子 理论 中 作 二 次 量子 化 后 它 给 出 了 标量 场 的 正确 描述 ,此 
外 它 在 非 相 对 论 极 限 下 仍 能 得 出 物理 上 合理 的 结果 ,所 以 K-G 方程 仍然 是 一 个 有 
一 定 意义 的 相对 论 方程 . 


2.1.2 非 相 对 论 极限 
从 经 典 的 相对 论 可 知 , 在 粒子 速度 小 时 ， 即 一 才 1 时 ,能 量 可 近似 表示 为 下 = 


mc 十 马 .根据 这 一 启示 ,就 像 在 一 般 量子 理论 中 作 定 态 解 那样 把 波 函 数 中 的 静 能 


量 me: 分 出 来 ,所 不 同 的 是 剩 下 的 波 郴 数 部 分 对 应 于 另 一 部 分 能 量 ,这 部 分 的 波 
郴 数 既是 r 的 函数 也 和 上 有关, 因此 这 时 我 们 将 波 郴 数 写成 
Bp) = ie (2. 1.7) 
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将 上 式 两 端 用 讨 龟 作 用 得 
请 也 一 【《 庆 dp+m'g)e (2. 1. 8) 
可 以 这 样 来 理解 上 式 ; 把 它 与 现在 讨论 的 非 相 对 论 极 限 作 比 较 , 可 见 me?g 应 对 应 
于 能 量 的 mec? 部 分 ,而 读 密 应 对 应 于 侈 :部 分 . 因此 ,在 非 相对 论 极限 下 可 以 得 出 
如 下 关系 
i 2 < mc’p (2, 1. 9) 
将 讨 他 再 作用 (2. 1. 8) 式 一 次 得 
一 天 3 = L + 2me?ii 2 十 me'p le (2. 1. 10a) 
右 方 括号 内 的 三 项 按 (2. 1. 9) 式 的 不 等 式 来 看 ,以 第 三 项 为 标准 ,第 二 项 是 一 阶 小 
量 , 第 一 项 是 二 阶 小 量 . 所 以 可 上 略 去 第 一 项 ,保留 第 二 项 的 一 阶 小 量 ,得 到 
一 向 ~ [2iime’ B+ mcg |e (2.1. 10b) 
将 上 式 及 (2. 1.7) 式 代入 K-G 方程 ,有 
| 2ione’ +meg le 二 [一 起 Vig 十 mctgje 2.1.11) 
两 端 消 掉 相同 的 项 及 共同 的 因子 ,得 
入 一 一 起 Vzg 《二 本 1 
便 回 到 了 非 相对 论 的 薛 定 刘 方 程 . 不 仅 如 此 ,在 非 相 对 论 极 限 下 ,几率 密度 p 化 成 
po 一 一 二 Im 人 gr ad) 


= 一 二 Im| y ee (i 2 )e | 


下 _ me 
= 一 Rimlr (39 —ie)] 
一 一 ha[~ 1 ep ?) 
= Imt(ig" gp) 
一 六 (2, 1. 13) 
在 此 过 程 中 按 (2. 1. 9) 式 的 不 等 式 在 非 相 对 论 近 似 下 果然 得 到 了 原来 的 非 相对 论 


量子 理论 的 几率 表示 式 . 综合 以 上 讨论 可 得 出 如 下 结论 :K-G 方程 可 以 给 出 正确 
的 非 相 对 论 极限 情形 , 
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2.2 Dirac 方程 


针对 K-G 方程 具有 人 负 能 量 、 负 几率 密度 等 物理 上 不 合理 的 缺点 ,Dirac 试图 另 
外 建立 一 个 既 设 有 上 述 缺 陷 又 符合 协 变性 要 求 的 相对 论 性 量子 力学 的 动力 学 
方程 . 


2.2.1 Dirac 方程 的 建立 


(a) 分 析 一 下 K-G 方程 可 知 , 负 几率 密度 (W ay) 是 因为 K-G 方程 中 会 有 
的 二 次 微 商 造成 的 ,所 以 首要 的 一 点 是 希望 建立 的 方程 只 会 二 的 一 次 微 商 . 

(b) 如 果 要 求 相对 论 方程 只 含 + 的 一 次 微 商 , 则 从 协 变 性 要 求 来 看 ,对 空间 变 
量 的 微 商 也 应 该 是 一 次 的 . 

除 此 之 外 , 若 还 要 希望 保持 套 定 证 方程 的 形式 


, oy _ 3 
讨 = Hy (2. 2. 1) 


厅 按 上 面 的 考虑 也 只 能 含 空间 变量 的 一 次 微 商 ,所 以 万 必 须 写成 算 符 的 一 次 式 


H=ca* pimp 《2. 2. 2) 
如 果 我 们 和 以 往 讨 论 非 相对 论 性 量子 理论 那样 也 对 这 一 方程 寻求 平面 波 解 
$= et {2 2 3 
代 人 (2. 2. 1) 式 有 
(E—em » p— phe) (2. 2. 4) 


将 上 式 左 冬 以 (E 十 cma，p 十 Bc’) 得 
{EF —e Lopi ops + oipi (omy t+ ons) ppy 
十 《aas aay) pp: 十 (aa aro) pp |— mp: 
—me’[ (osB Pas) ps (at Bay)p,t apt Pa)pe ly = 0 (2.2.5) 
从 (2. 2. 5) 式 看 出 ,如 果 要 想得到 正确 的 相对 论 质 能 关系 有 必须 满足 以 下 条 件 
= = = 1 
aay 十 arz = oor tt any 一 ar 十 aa = 0 (2. 2. 6) 
asB+ Bas = a + ha, = ap+Ba. = 0 
在 得 到 (2. 2. 6) 式 时 我 们 有 意 地 保持 ,8 的 乘积 次 序 , 这 样 做 的 原因 从 下 面 的 讨 
论 可 以 清楚 看 出 . 上面 的 第 一 式 没有 什么 特别 的 地 方 ,因为 普通 的 数 就 可 以 满足 . 
但 是 ,第 二 式 及 第 三 式 说 明 要 a, ,a, ,a: ;8 间 两 两 相互 反对 易 , 这 就 肯定 它们 不 可 能 
是 普通 数 , 这 就 是 为 什么 在 写 出 (2. 2. 5) 式 时 有 意 保 留 它 们 的 次 序 的 原因 . 一 个 恰 
当 而 简单 的 方案 是 将 它们 表示 为 数 的 矩阵 ,因为 矩 阵 可 以 满足 反对 易 关 系 . 下 面 继 
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续 讨 论 (2. 2. 6) 式 中 a 及 有 都 是 矩阵 的 详细 内 容 及 含义 ， 
(a) ;有 应 当 是 方 阵 . 因为 哈密 顿 量 是 厄 米 算 符 , 即 互 = H+. 当 昌 取 共 赤 时 ， 


H 中 的 算 阵 应 当 变 成 它们 的 共 示 和 矩阵 ,这 就 要 求 we, 让 也 是 厄 米 矩 阵 . 只 有 方 阵 才 
可 能 是 厄 米 和 矩阵 , 

(b) 根据 (2. 2. 6) 式 的 第 二 式 及 第 三 式 的 两 两 反对 易 的 关系 可 知 ,a,B 必须 是 
四 个 独立 的 NXN 矩阵 . 

(c) NN 必须 为 偶数 ;可 以 任 取 其 中 一 个 反对 易 关 系 

Qu = a 
来 看 . 取 上 式 左右 方 的 行列 式 得 
detlaaj) = det(—ajai) = det(— I*a*a;) 
再 利用 矩阵 行列 式 的 性 质 得 
det(a;) » det(a;) = det(— DD » detta;) »。 det(a,) 


这 要 求 

det(—1)=1 
即 (一 1 六 一 1 
因此 N 必 为 偶数 ， 


(d) NN 必须 大 于 2: 前 面 已 谈 到 w, 有 应 当 是 四 个 互 为 独立 叉 互 为 反对 易 的 矩 
阵 . 如 打 N 二 2,2X2 的 矩阵 只 能 有 三 个 独立 并 互 为 反对 易 的 6 矩阵 , 即 泡 利 矩 阵 ， 
不 能 满足 要 求 . 
(e) 根据 上 面 的 讨论 ,最 自然 的 考虑 取 N=4, 可 以 直接 验证 如 下 选 定 的 e, 有 
就 满足 (2. 2. 6) 式 的 所 有 要 求 . 
0 gog I 
«= (0) 1=(， | 2. 7 
不 过 要 指出 的 是 这 只 是 一 种 选择 ,还 可 以 选 定 其 他 的 矩阵 表示 . 
(f) 值得 着 重 指 出 的 是 ,a, 是 4X4 的 矩阵 这 一 点 说 明 Dirac 方程 的 波 函 数 
不 是 普通 的 一 个 函数 ,而 是 四 个 一 列 的 波 函 数 , 即 
b= | (2.2.8) 
多 
这 个 结论 告诉 我 们 Dirac 原本 是 想 建立 一 个 克服 K-G 方程 中 负 几 率 密度 的 相 
对 论 方程 ,结果 是 虽然 达到 了 这 个 目的 ,但 建立 的 Dirac 方程 却 不 是 K-G 方程 处 理 
的 物理 系统 ,而 是 一 个 具有 四 个 内 部 自由 度 ( 分 量 ) 的 物理 系统 . 


34 。 高 等 量子 力学 


2. 2.2 粒子 的 内 部 自由 度 一 一 自 旋 


在 上 一 节 里 已 谈 到 ,Dirac 方程 与 K-G 方程 之 间 的 不 同 点 是 前 者 描述 的 系统 
是 包含 四 个 内 部 自由 度 或 四 分 量 波 函 数 的 粒子 ,而 后 者 是 波 函 数 只 有 一 个 分 量 的 
粒子 ,下面 我 们 将 指出 从 物理 的 实质 来 看 ,前 者 描绘 了 具有 自 旋 的 费 米子 的 动力 学 
行为 而 后 者 描绘 的 是 无 自 旋 玻 色 子 的 动力 学 规律 . 现在 就 来 讨论 Dirac 方程 中 粒 
子 的 内 部 自由 度 为 什么 描述 的 是 自 旋 . 

(a) 首先 来 看 Dirac 方程 是 否 能 给 出 动量 守恒 的 结论 . 因为 现在 写 出 的 方程 没 
有 包含 任何 外 势 的 作用 , 它 是 描述 自由 的 相对 论 性 粒子 的 方程 ,所 以 动量 应 当 守 
恒 . 可 证 明 如 下 :由 于 交 与 一 个 数 怎 阵 mc 8 目 然 是 可 对 易 的 ,因此 

[p,H] [pea | p+me’p] rt 

可 见 ,及 与 万 对 易 ,六 是 守恒 量 . 动量 守恒 成 立 . 

《b) 角 动 量 是 和 否 也 守恒 . 要 回答 这 一 问题 , 先 看 一 下 轨道 角 动 量 的 变化 率 

中- 去 [lr] = 计 [(3p:—2$,) ,ca * p+me’p] 
= 访 [Gp 一 名, Ca" pj 


一 | [yrap, |p, er [z ap: Jp,)} 


= cloyp: —apy) 
4 及 d& 的 结果 类 似 . 合并 写成 
df 人生 的 “合并 
9! = clax) (2. 2. 9) 


这 个 结果 表明 ,如 果 Dirac 方程 描述 的 粒子 只 具有 轨道 角 动 量 , 则 角 动 量 就 不 
会 守恒 . 但 角 动 量 守恒 对 于 目 由 的 粒子 来 说 是 应 当成 立 的 . 解决 这 一 疑难 唯一 的 出 
路 是 Dirac 方程 描述 的 粒子 应 当 还 具有 一 种 内 豪 的 角 动量 一 一 自 旋 . 为 此 ,假定 粒 
子 的 自 旋 角 动量 为 


S 一 也 (2. 2, 10) 
其 中 
0 
了 一 | | (2.2. 11) 
0 og 


在 证 明 这 种 假定 的 正确 性 以 及 为 下 面 的 计算 作 准 备 之 前 , 先 看 一 下 五 与 的 对 易 
关系 , 应 用 (2. 2. 7) 式 的 @ 的 表达 式 , 有 
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0 Lo :0 
[3 ,05i] |e »0; 0 | 
0 21Ei0k i ' 
i = Sie gn, C2, 2,12) 
根据 上 面 的 对 易 关 系 , 可 得 自 旋 的 时 间 变 化 率 为 
时 = 直 .二 [5, 凶 = 3 [3ca + p+me’A] 


icrs 和 
= LE pj 


LL ' ajb;] 


=— E56], 
= 兴 办， 2iesrarp; 
i Dcemasp, 
=—c (a Xx p); (2, 2, 13) 
结合 (2. 2. 9) 及 (2. 2. 12) 式 知 粕 子 轨道 角 动 量 及 自 旋 之 和 的 总 角 动 量 
j=L+s (2. 2, 14) 
是 守恒 的 ,此 外 由 
1] mi i a 
sg. 0 0 一 ] 0 0 
> =- ,= 0 0 1 Ww 


1 
知 S. 的 本 征 值 是 士 十 i, 因 此 得 到 的 结论 是 Dirac 方程 是 描述 自 旋 为 十 的 粒子 的 
相对 论 性 方程 
2.2.3 Dirac 方程 的 平面 波 解 


由 于 在 自由 电子 的 Dirac 方程 
请 EF = Hy = (ca » P+ mc?p) 
中 系统 的 哈密 顿 量 与 p 对 易 
[iH]=0 


说 明 系 统 具 有 动量 与 能 量 共同 的 本 征 态 . 换 句 话说 ,Dirac 方程 应 当 有 如 下 的 平 
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面 波 解 
y=upe rT (2. 2. 15) 
其 中 wtp) 是 依 束 于 p 的 列 和 矩阵 . 将 C2.2.15) 式 代入 Dirac 方程 ,得 到 wu(p) 满 足 的 
矩阵 方程 
fc pim DRCP) 一 PCpD) 《2. 2. 16) 
为 简单 计 , 把 p 的 方向 取 作 z 方向 , 则 (C2.2.16) 式 中 的 @，p 简化 为 a.p. 再 将 它 写 
成 明显 的 矩阵 形式 ,得 


0 0 cp 0 ul ] 0 0 0 型 
0 0 0 一 地 | | 2 1 0 0 | |wus 
cp 0 0 0 Ws 站 一 】 0 9 
刁 0 cp 门 D0 ea [| 人 1 ny 
ul 
ts 
= 上 | C2. 2.17) 


上 述 的 矩阵 方程 可 以 按 行 分 别 写 成 四 个 联 立 的 方程 组 . 
(mc — Eu 二 cpus = 人 0 
cpu — (me’ + Eus =0 
(me — E)wus — cpus = 人 0 
一 上 par 一 (ic + Ew 一 站 
(2. 2. 18) 式 实质 上 分 成 了 两 组 ,ww 与 w ,us 与 耦合 的 方程 组 它们 的 有 解 条 


(2. 2, 18) 


忻 为 
-| 吧 一 三 土 写 =。 (2. 2. 19) 
加 十 地 一 (7 十 五 ) ff i 
由 上 式 可 知 这 两 组 方程 组 有 共同 的 能 量 本 征 值 . 
EF,=+ vmic top (2. 2. 20) 
代 回 (2. 2. 18) 式 得 
Wa 一 Pe ja (2 2.21) 
Pe [= | (2. 2. 22) 


从 上 两 式 来 看 平面 波 解 仍 未 完全 确定 ; 它 只 给 出 ww 与 三 ,由 与 的 关系 ,因而 仍 
留 下 两 个 分 量 未 定 . 究 其 原因 是 源 自 量子 理论 中 的 一 条 基本 规律 , 那 就 是 量子 态 要 
完全 确定 下 来 需要 把 一 个 系统 的 物理 量 完 全 集中 的 所 有 量子 数 都 确定 下 来 . 在 寻 
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求 平面 波 解 时 定 下 了 动量 p, 又 从 方程 (2. 2. 20) 确 定 了 EE, 然 而 只 是 p 与 E 还 构 不 
成 一 个 完全 集 , 要 成 为 完全 集 还 需要 加 上 朋 动 量 量子 数 . 
因为 已 选 p 的 方向 为 xz 方向 ,p, 二 p, 二 0. 所 以 
ss = Xp CO— ps = 
这 时 角 动 量 的 x 方向 分 量 为 
记 一 & 一 笃 马 (2. 2. 23) 


因此 要 完全 确定 平面 波 解 还 需要 该 解 同时 也 是 j.( 即 5.) 的 本 征 态 . 而 E. 的 本 征 值 
只 有 士 1 两 个 值 ,为 此 现在 再 加 上 这 一 条 件 


ul 1] 0 0 0 a ul 
ua | _ 0 —1 0 日 zz Us 
， | 二 :人 一 土 二 (2, 2. 24) 
Ha 0 0 0 1 |w MI 
由 上 式 得 
Ui = 二 WwW: CO— Ws = Wu = ws — th = (2. 2, 25) 


如 S. 取 作 亏 。 则 zu=0 am 可 取 为 1 
由 (2. 2. 25) 式 得 出 如 下 的 结论 ， 
如 S。 取 作 一 六 则 同一 0 ws 可 取 为 1 


这 样 解 就 完全 确定 下 来 了 ,共有 四 种 ,它们 分 别 是 


p,E = E,,S. = 各 u =N| cy (2..2. 26a) 
pyE = E,,S, 一 一 也 w=N| (2. 2. 26b) 


psE=E,S.= 直 aa 一 NI 0 (2. 2. 26c) 
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cp _ 
psE=E,S, = 一 二 wd = Nme’ CO—E. (2, 2, 26d) 


上 面 四 个 式 中 的 归 一 化 因子 N 和 皆 为 


= [1 ba eer | t (2. 2. 27) 
从 平面 波 解 的 讨论 中 可 以 看 到 ,尽管 Dirac 方程 克服 了 K-G 方程 负 几 率 密度 的 困 
难 , 但 负 能 量 的 解 依 然 存 在 

E 一 一 mc +ep 

随 着 p 的 增 大 ,能 量 取 负 的 更 大 的 值 . 其 结果 是 任何 能 量 ( 包 括 负 能 量 ) 的 电子 都 
不 会 是 稳定 的 ,因为 总 存在 比 它 更 低 的 状态 . 为 了 克服 这 一 困难 ,Dirac 利用 Pauli 
不 相 容 原理 提出 了 电子 海 的 概念 . 他 假定 自然 界 中 的 物理 真空 态 的 所 有 负 能 级 状 
态 都 被 电子 所 填 满 ,这 种 填 满 的 情况 没有 任何 物理 效应 而 且 能 量 为 0, 不 相 容 原理 
将 阻止 任何 电子 向 负 能 级 过 渡 . 当 电子 海中 由 于 激发 有 一 个 电子 从 负 能 态 既 迁 到 
正 能 级 El; 时 ,这 时 系统 的 总 能 量 是 

FE, —(—E:)= E,++E, 
另 一 方面 ,根据 假设 负 能 级 填 满 时 应 当 没 有 任何 电荷 效应 , 而 现在 电子 海中 由 于 缺 
芯 一 个 电子 (负电 荷 ) 所 以 其 净 效 应 为 一 (一 e)= 十 e. 综合 以 上 分 析 , 这 时 从 物理 效 
应 看 等 价 于 出 现 一 个 能 量 为 E11 ,电荷 为 一 e 的 电子 及 一 个 能 量 为 E;_{ 仍 为 正 能 
量 !) ,电荷 为 十 e 的 空 穴 的 状态 . 虽然 Dirac 的 电子 海 的 看 法 在 量子 理论 中 只 能 看 
做 是 一 个 合理 的 假定 ,但 在 以 后 的 量子 场 论 的 理论 框架 下 从 理论 上 实现 了 这 种 空 
穴 - 正 电子 的 构想 ,同时 还 去 掉 了 不 自然 的 电子 海 的 假设 . 所 以 可 以 说 Dirac 的 电 
子 海 及 空 穴 的 思想 是 量子 场 论 中 的 反 粒 子 思想 的 萌芽 . 


2.3 包含 电磁 场 的 Dirac 方程 及 其 非 相 对 论 极 限 


2.3.1 包含 电磁 场 的 Dirac 方程 


首先 要 讨论 如 何 将 描述 自由 粒子 的 Dirac 方程 推广 到 包含 有 电磁 场 的 情况 . 
在 经 典 的 电动 力学 中 , 当 有 电磁 场 时 能 量 正 改写 成 下 十 ep, 机 械 动量 p 改写 成 正 


则 动量 十 4 ,gp 与 4 分 别 是 电磁 场 的 标量 势 和 矢量 势 . 在 量子 理论 中 ,能 量 已 由 
算 符 丢 总 表征 而 动量 p 由 算 符 一 过 V 表 征 . 因此 将 经 典 电动 力学 推广 到 对 应 的 包 
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合 电 磁场 的 量子 理论 时 便 有 


9 二 统 总 


讨 二 | = 


一 访 人 一 一 访 人 Y 十 
将 它们 代入 目 由 粒子 的 Dirac 方程 就 得 到 包含 电磁 场 时 的 Dirac 方程 
| ( 千 总 十 印 ) 一 ca (六 + 4) 一 mep 一 0 (2. 3. 1) 
为 了 方便 讨论 这 一 方程 的 非 相对 论 极限 ,将 上 面 的 方程 再 作用 以 
(ep)tea: (P+EA)tm’p 
得 


[( 访 鱼 +ep) 一 [ge (cp+eA)] +a. (cp + 的 )( 庄 名 十 ey) 


一 (法 总 十 印 ja (cp+eA)—me y=0 (2. 3. 2) 
下 面 将 (2. 3. 2) 式 作 进 一 步 的 化 简 并 分 别 讨论 其 中 的 项 . 
(a) 利用 公式 
(a* A)(a* B)= (A.B)+ii.:AXB 《2. 3. 3) 
可 求 出 
[e (cpeA)] 
二 (cP 十 6 十 这 [Cc 十 e) XX (ec 十 oA)] 
= (cp+eA): +ieE. (PXA-AXD) 
= (cpi+eA): +ieE'[—ii(VXA-T+A XV)| 
= (cp 二 eA): 十 纪 c5 :BB C4) 
在 得 到 上 式 的 推导 过 程 中 第 二 行 到 第 三 行 利 用 了 pXPp=AXA= 二 0, 最 后 一 个 等 式 
应 用 了 
i[vVXA+AXV]Y 
= [BA0— A+ A — ADgji 
=i(d,A.— dA y= iBy 
以 及 相应 的 y,z 方向 的 等 式 ， 
(b) ga。 (cP+eA)( 读 全 +eg) 一 ( 读 鱼 +eg)a * (cp+e4) 


ea "(A 讨 鱼 一 法 怠 4 ) 二 eca * (pp 一 p) 


一 一 jejr * (BA )—ieica * Vo 
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—ieica * E (2. 3. 5) 
最 后 一 个 等 式 利用 了 


把 得 到 的 (2. 3. 4) 及 (2. 3. 5) 式 代 人 (2. 3.2) 式 中 得 
| (法 僵 十 ep) 一 (eB 二) 一 me —ehcs *， B+ieica * El = 0 


(2. 3. 6) 
男 一 方面 将 目 由 粒子 的 K-G 方程 


| (i 儿 ) 一 站 站 —met y= 0 
也 按 同样 的 原则 推广 到 包含 电磁 场 的 情形 , 则 有 
[ (这 刀 二 op) — (cB+eA)—me ly=0 (2. 3.7) 


将 (2. 3. 6) 式 与 (2. 3.7) 式 作 比 较 , 便 可 以 看 出 Dirac 方程 之 所 以 凶 出 了 后 面 两 项 
是 因为 它 描述 的 粒子 具有 自 旋 的 原故 . 


2.3.2 非 相对 论 极限 


为 了 更 清楚 地 看 清 这 一 点 ,可 对 (2. 4. 6) 式 作 非 相对 论 极 限 下 的 近似 . 沿用 前 

面 的 做 法 ,将 波 函 数 几 写成 
p= Be 

并 仿照 前 面 分 别 对 (2. 3. 6) 式 中 的 各 项 进行 讨论 : 

(a) (法 全 +ep) 4 一 | ( 语 名 + cp] @H2mic( 千 习 号 十 op)@@ 十 Onc 二 ep de 
略 去 右 方 的 二 阶 小 量 ,得 

( 访 +op) 4 人 [ee 十 2mcx( 计 总 十 印 ) 本 es (2. 3.8) 

(b) 将 (2. 3. 6) 式 中 的 eca "五 与 上 式 中 的 2me*eqp 作 一 个 量 级 上 的 比较 . 

为 此 将 粒子 波 函 数 分 布 的 范围 大 小 记 作 尺 ; 粒子 的 (平均 ?速度 记 作 u, 可 表 
示 为 


VO cw 


这 个 关系 可 以 简单 证 明 如 下 : 海 森 保 图 像 中 , 算 符 v 为 
v= 和 = 去 [rH]= 二 Crvea pT Anec’ | 


一 蒜 [rvca "p= ealr,p]= ca 
粒子 的 动量 和 范围 有 以 下 的 测 不 淮 关系 
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(nw )* 民 一 在 
另 一 方面 由 势 和 场 强 的 关系 有 p~—RE 
有 了 这 些 量 级 上 的 关系 后 可 得 
ica*E uvE 和 
27mc ep 2mc RE 2c mR 2c 
在 非 相 对 论 近 似 下 /之 1, 所 以 efica 五 比 起 2mcep 来 可 以 略 去 .这样 , 考 
虑 到 (a) 和 (b) , 则 在 非 相 对 论 极限 的 近似 下 方程 变 为 
入 人 一 | 元 (5+24)] -m+ 起 z+ Bl (2. 3. 9) 
这 样 我 们 就 得 到 了 熟知 的 有 电磁 势 时 的 非 相对 论 性 薛 定 刘 方 程 ,而 且 也 得 到 非 相 
对 论 量子 力学 中 粒子 由 于 具有 上 自 旋 , 因 而 有 由 于 自 旋 产 出 的 磁 矩 与 外 磁场 的 相互 
作用 . 进一步 地 ,这 也 印证 了 量子 理论 本 来 就 包含 粒子 的 自 旋 以 及 粒子 的 固有 磁 算 


为 名 2 的 结论 。 


2.4 Dirac 自由 电子 的 Zitterbewegung 


2.4.1 问题 的 提出 


前 面 已 讨论 过 ,自由 电子 的 相对 论 Dirac 方程 为 
H=ca* pipBnc’ (2. 4. 1) 
自由 电子 沿 某 一 方向 ,例如 zx 方向 的 速度 算 符 是 z1. 用 海 森 堡 的 图 像 讨论 ,任何 
力学 量 对 时 间 的 导数 由 下 式 决定 


i = LH (2. 4. 2) 
1 
将 上 式 应 用 于 x1 有 
TI [a — 0ui (2, 4. 3 


于 是 会 有 如 下 的 问题 :由 于 ai 的 本 征 值 为 土 1. 所 以 在 粒子 处 于 ai 的 本 征 态 时 ,2 
的 期 待 值 应 当 是 士 c. 即便 状态 不 是 处 于 a 的 本 征 态 ,而 是 两 种 本 征 态 的 组 合 . 电 
子 的 速度 期 符 值 也 应 当 是 量 级 的 极 大 的 速度 , 但 为 什么 实际 的 自由 电子 的 观测 
速度 可 以 是 大 大 低 于 光速 的 普通 速度 呢 ? 此 外 ,前 面 讨 论 过 自由 电子 的 动量 户 一 
定 的 平面 波 解 ,那里 动量 p 可 以 取 任何 低 于 < 的 值 . 可 见 志 与 工 ; 之 间 也 不 会 有 对 
应 的 经 典 相对 论 性 的 关系 . 对 于 这 样 一 个 表面 看 来 的 疑难 问题 ,Dirac 作 了 如 下 的 
解答 . 
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2.4.2 Dirac 的 解答 与 Zitterbewegung 


为 了 回答 上 面 的 问题 ,必须 求 出 wm 算 符 随时 间 上 的 变化 . Dirac 在 他 的 《量子 
力学 原理 一 书 中 是 这 样 来 计算 mw 算 符 随 t 的 变化 的 :作坊 mi 的 时 间 导 数 
ia = [La :H]= aH— Ha 
= 2mH— (mH Ha) 
上 式 中 右 方 的 第 二 项 是 a 与 日 的 反对 易 关 系 . 代 人 (2.4. 1) 式 中 的 瓦 ,有 
mH Ha = mam(oanpi) Tt (onptida = cp 
因此 得 
ia = 2m HO— 2cpi =— 2Hei 十 2cp (2. 4. 4) 
由 于 万 和 六 都 是 守恒 量 , 故 它们 对 上 求 导 为 零 . 因此 从 (2. 4. 4) 式 的 第 一 个 等 式 
的 两 端 求 导 得 
ia = 2alH (2. 4.5) 
积分 后 得 
di = de (2. 4. 6) 
上 去 中 上 是 t= 二 0 时 a 的 初始 值 . 这 里 要 提请 注意 的 是 ai 及 日 都 是 算 符 ,因此 
要 保持 它们 的 顺序 . 现在 回 到 (2. 4. 4) 式 ,将 其 改写 成 


wl 三 (ihe HT 2cpH™) 


再 把 (2. 4. 6) 式 代入 上 式 便 得 到 
a = Sitare WH + epH" (2.4.7) 
将 上 式 代 回 (2. 4. 3) 式 得 
z1 一 方 icagei t+epH” 
将 上 式 积 分 ,最 后 得 到 
x1 =——TAe H+ep Htta (2. 4. 8) 


至 此 ,从 相对 论 自由 电子 满足 的 Dirac 方程 出 发 导出 了 自由 电子 运动 的 坐标 算 符 
随 : 变化 的 公式 . 从 (2. 4. 8) 式 我 们 可 以 得 出 下 面 的 结论 ,并 可 回答 2. 4. 1 节 中 提 
出 的 问题 , 

(a) (2, 4. 8) 式 右 方 的 第 二 项 告诉 我 们 ,粒子 坐标 随 上 变化 的 这 一 部 分 是 按 恒 
定 的 速率 户 F” 随 上 增加 的 . 如 果 (2. 4. 8) 式 右 方 的 第 一 项 不 存在 . 那么 粒子 的 坐标 
(或 速度 ) 与 动量 户 的 关系 确 有 经 典 的 相对 论 关 系 . 但 因为 有 了 第 一 项 ,这 种 关系 
不 再 成 立 . 
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(b) (2. 4.8) 式 第 一 项 是 一 个 粒子 在 作 振 荡 对 x 的 贡献 . 这 也 就 是 说 ,尽管 粒 
子 的 瞬时 速度 是 c 的 量 级 ,但 观测 速度 却 是 一 段 时 间 间 隔 中 瞬时 速度 的 平均 值 . 在 
第 一 项 迅速 振 划 的 情形 下 ,虽然 恒定 的 第 二 项 和 第 一 项 的 总 和 使 粒子 的 瞬时 速度 
是 c 的 量 级 ,但 其 观测 值 在 一 段 时 间 间 隔 中 作 平 均 时 会 将 第 一 项 的 振动 贡献 平均 
掉 , 净 的 观测 速度 值 只 有 来 自 第 二 项 的 贡献 . 相对 论 自 由 电子 运动 时 这 种 振动 的 存 
在 会 自然 ,合理 地 解释 上 一 小 节 中 提出 的 疑问 . 这 种 振动 就 是 所 谓 的 相对 论 粒 子 的 
zitterbewegung. 

(c) 由 以 上 的 讨论 知 (2. 4. 8) 式 中 的 a 并 不 直接 就 是 粒子 在 上 = 一 0 时 的 位 置 . a 
和 第 一 项 在 t==0 时 的 值 之 和 才 是 粒子 的 初始 位 置 . 


2.4.3 Dirac 方程 的 玻 色 算 符 表示 


虽然 自由 电子 的 运动 有 Zitterbewegung 的 现象 ,但 直接 用 实验 证 实 其 存在 是 
很 困难 的 ,原因 是 这 种 振动 的 频率 极 高 ,振幅 又 小 . 不 过 ,人 们 虽然 不 能 对 自由 电子 
的 Zitterbewegung 作 直接 的 观测 ,但 能 利用 阱 中 因 禁 的 离子 来 模拟 它 , 因 为 阱 中 
的 离子 在 恰当 条 件 下 服从 的 运动 方程 的 形式 和 自由 电子 的 Dirac 方程 一 样 . 观测 
阱 中 离子 的 Zitterbewegung 可 以 可 操控 的 方式 进行 . 这 样 一 来 ,就 需要 把 上 面 的 
讨论 继续 进行 下 去 . (2. 4. 8) 式 还 只 是 原则 上 肯定 Dirac 粒子 的 运动 含有 平 动 及 振 
动 两 部 分 ,但 还 需要 同时 知道 粒子 的 态 矢 ,才能 定量 地 求 出 z(1) 来 . 在 不 同 的 初始 
状态 下 ,振动 有 些 什 么 细节 上 的 不 同等 都 需要 把 粒子 的 运动 完全 解 出 后 才 方便 讨 
论 . 为 此 ,我 们 首先 要 做 的 是 将 Dirac 方程 用 玻 色 算 符 来 表示 .下面 将 会 清楚 看 到 
这 样 做 的 好 处 . 

从 求 Dirac 方程 的 平面 波 解 的 过 程 中 ,我 们 已 看 到 , 自由 粒子 自 旋 态 向 上 ,向 
下 的 投影 之 间 是 相互 独立 的 . 换 句 话说 ,它们 满足 的 方程 是 脱 耦 的 . 因此 ,为 了 下 面 
讨论 的 简便 起 见 ,我 们 的 讨论 就 限定 在 一 定 的 自 旋 投影 态 上 . 为 此 可 将 四 行 四 列 的 
Dirac 方程 简化 为 二 行 二 列 的 形式 ,其 次 把 粒子 运动 的 方向 取 为 x 的 方向 ,这 样 可 
把 Dirac 方程 表示 为 


H= anp+i+m:pB 


= (1 Dj 让 | )me: (2. 4. 9) 
引入 玻 色 算 符 
、 “ 台 " 
I 二 二 (a 二 a) 
2 
w (2. 4. 10) 
es 
VaA i 


将 (2.4. 10) 式 代 人 (2. 4.9) 式 ,日 改写 成 
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H=() 0 + (jm (2. 4. 11) 
为 书写 简便 , 记 
A=-5 (2. 4. 12) 
V24 
则 有 
0 1 1 0 
二 pe i z 
上 = (， iA —a+( _,)mpe (2. 4. 13) 


2.4.4 宇 称 与 宇 称 -能 量 共 同 本 征 态 
首先 要 指出 的 是 ,自由 粒子 的 哈密 顿 量 和 宇 称 算 符 也 是 对 易 的 , 换 句 话说 , 宇 
称 是 守恒 量 , 即 
[I,H]=0 (2, 4. 14) 
其 中 荆 定义 为 
全 二 exp| ix( 号 十 寺 )+ata] (2. 4. 15) 
为 简便 , (2. 4. 14) 式 的 证 明 仍 用 互 的 二 行 二 列 形式 . 回 到 原始 的 四 行 四 列 形式 证 
明 过 程 几乎 完全 一 样 . 为 下 面 的 证 明 作 准 备 , 先 看 一 下 名 十 广 的 矩阵 形式 
Bl1_/ll 0V lo /1l90 
二 一 (2. 4. 16) 
(2. 4. 14) 式 的 证 明 等 价 于 计算 下 式 
THID-= [H(iAa (at— a) + me? MI 
= [I(iAa (at— aDI Hm MI Lo a 
(a) IH(me: IT 
ei 人 (tta a) (me*B)e— "(E+3te o) 
=mc? pe (+¥+a a) 。 em(+i+ate) 
一 mac28 (18) 
最 后 一 个 等 式 的 得 来 源 自 8 与 也 中 的 所 有 算 符 都 对 易 . 
《by ITKiaai (at— a))IT 
=iAIIm I (aT —a) 1 
mi ei( 呈 + 二 ) ei=(#+#) ima aa 二 一 Ce-ia 加 
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这 里 最 后 一 个 等 式 的 得 来 是 因为 只 需 保留 了 中 与 a 或 (a+ 一 a) 的 不 对 易 的 部 分 . 
(ce) er m+ jo e—ix(#+ + 去) 


=a in| 号 十 豆 va | 十 剖 Tim 语 十 去 ,| 重 十 去 ， a | |+… 


-CW NC Nel NE YE MI 


-6 ol at ae otalG Of ow] 
+ 下 aollo oo oo oj 

tee [(o 0),l(o oj oj 

-( o)+(1 o)+tis(o gj- 0)+ 训 "(0 o) 


+ 站:( 二 
we ol ol 


0 1 
0 wp (2. 4. 19) 
民 网 喇 


Cd th mt eo 


= a Fe ma pi oe im 

=at 二 ixLa* avat] 十 页 (ix)z[a+ray[atasveat |] 十 …- 
一 (a 十 irLa+a ,a + Cn) [ata, Lat ara]]+t.) 

=at +inat + Cin)’at 十 … 


一 (a 一 ina 十 击 (imsa 一 …) 
=ea —e “d=—(a" —a) ‘2. 4. 20) 
将 (2.4. 18),(2.4. 19) 及 (2. 4. 20) 式 代 人 (2. 4. 17) 式 得 

HH = iA(—a)(a—a')+m’B= H 
即 IH=HDO,(2. 4. 14) 式 得 证 . 
在 证 明了 Dirac 自由 粒子 具有 守恒 量 宇 称 之 后 ,人 们 自然 会 想到 能 香 求 出 宇 
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称 与 能 量 的 共同 本 征 态 . 前 面 求 出 的 平面 波 解 实际 上 是 动量 和 能 量 的 共同 本 征 态 . 
下 面 我 们 会 看 到 ,求解 宇 称 和 能 量 共 同 本 征 态 的 意义 不 单 是 找到 另 一 种 共同 本 征 
态 , 它 也 是 讨论 Zitterbewegung 的 必要 准备 . 可 以 证 明 Dirac 自由 粒子 的 宇 称 和 能 
量 的 共同 本 征 态 一 定 取 如 下 的 形式 


| i) 
= sj C2. 4. 21) 
在 
其 中 
| i) = Fl (et te el | 0) (2. 4. 22) 
| By = Fo (ele tot 4 ete ee )| 0) (2. 4. 23) 


(2. 4. 22) 和 (2. 4. 23) 两 式 中 的 加 减 号 上 面 对 应 于 宇 称 本 征 值 卫 = 十 1 的 情 
形 , 下 面 的 对 应 于 五 王 一 1 的 情形 . 

(a) 宇 称 本 征 态 ， 

考察 (2. 4. 22) 和 (2. 4. 23) 式 中 的 (et “+o 十 eie om )|0). 由 (ede te 


土 ex" “om )|0) 一 ete (em 十 em )10? 看 出 , 当 将 指数 上 的 算 符 展开 下 来 后 
e”“ 只 贡献 偶数 的 粒子 数 态 ,而 e” 士 e 一 分 别 贡 献 偶数 及 奇数 的 粒子 数 态 . 因 
此 有 


(et a tea 二 eta ea ) | 0» 
国 | 2n)》 ”只 会 偶数 粒子 数 态 


yp, | 2n 十 1) 只 含 奇数 粒子 数 态 


当 我 们 用 字 称 算 符 了 作用 到 (2. 4. 21) 式 的 态 矢 上 时 ,可 得 


万 | 二 ein( 县 二 Hatre) ( se 
| TV;» 


einta atl) | 证 》 
eso) | W,) | 


eet) Dp |2n+t+1) 
iata a) SF | 2n) 
a: 2 | 2n) 


iva a) jpn | mn]1Y 


> etre | 2x 二 + 1) 
站， ew ff | 2n) 
em | yy 


一 一 一 


} ev | 2n+1) 
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Dy, | 2x 十 1》 
" | Wi) 
> 六 | 2n) ( ) 
| 三》 
=4 " = (2. 4. 24) 
六 一 万 | 25) 本 
| YW » 
2 | 2n 十 1》 


这 样 就 证 明了 (2. 4. 21) , (2. 4. 22) , (2, 4. 23) 式 的 确 是 宇 称 荆 的 ,对 应 本 征 值 [= 
士 1 的 本 征 态 . 
(b) 为 了 证 明 (2. 4. 21), (2, 4. 22), (2. 4. 23) 式 也 是 能 量 的 本 征 态 ,将 它们 代 


人 定 态 方程 
0 1 1 0 VW,) 
H |》 一 【〖 JiA(a—w + | )me |( ) 
1 09 0 —1 | YW’ 
) 
=E(,™) (2. 4. 25) 
| YT) 
将 上 式 按 上 .下 分 量 写 出 
iACat—a) | WB)+me! | )=E|w) (2. 4. 26) 
iAtat—a) | 更)》 十 mc | BV)=E|V,) (2, 4. 27) 


先 讨论 也 一 十 1 的 情形 . 将 (2. 4. 22) 和 (2. 4. 23) 式 取 上 指标 的 表示 式 代 人 

(2. 4. 26) 及 (2. 4. 27) 式 ,得 

iA(at— a) Fa (el te 十 时 | 0) FirP(tol ete ee )| 0) 
| 十 十 


= EF, (et to — el a or y| 0 
1A(Ca TO— a)F, [3 i 一 所 i ) | 站》 十 jm: FF, 【etara eet 十 et | 0 


~ EF, (ete te 十 etaa om )| 0) 
即 
Sek iAaF', [eta a aa 一 ) | 0 十 zc (ete a aa a a oa ?| 0 


和 


= EF, (et a tea elo a on )| 0) 
— iAgF, Cete a oat 二 ede tt 了 | 0 一 mc? F, (Cele tao 二 ede a no y| 0， 
= EF (el tw + el )| 0) 
最 后 得 
— LAaF: 十 Tc FF = EF 
一 LoFi — mc’:F;: = EF; 
联 立 方程 组 有 解 的 条 件 为 
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me CO— 下 — LAg 
A = (Fi— met)+ Ar =0 
即 得 
E=+t vmc 一 (2. 4. 28) 
和 原来 已 知 的 质 能 关系 比较 ,可 知 a 必须 是 一 纯 虚 数 a== 记 于 是 有 
E=+ Vmic + Ap’ (2. 4. 29) 


PE: _E—m_ A 
六 6 rm (2. 4. 30) 


由 于 对 应 于 同一 个 B, 有 已, ,E_ 两 种 解 ,而 且 现 在 还 没有 对 态 失 进行 归 一 ,所 以 我 
们 约定 :对 EE 的 态 拓 , 记 一 1, 忆 一 霹 -全 ;对 EE 的 态 失 ,Fi 一 1,Fl 一 -2 


E, +me: 
这 样 约定 后 ,可 将 解 重新 表示 为 
[=+]1: 
下 上， 
| WP (WD) = (er te ete )| 0) (2. 4. 31) 
| WD (8D)) = Es (Cetete tet 十 tt 【了 4. 32) 
本 
上 上- : 
的) 一 下 十 但 (er 一 os 个) 0) (2.4.39) 


二 


| WO) = (ee te 十 es 向 了 | 0 (2. 4. 34) 
以 上 四 式 中 的 (十 ;十 ),( 十 ,一 ) 表 示 宇 称 和 能 量 分 别 取 正 、 负 的 情形 . 对 于 了 = 一 1 
的 情形 ,可 以 类 似 地 推导 ,得 出 和 (2. 4. 28) , (2. 4, 29) 及 (2, 4. 30) 式 一 样 的 结果 . 按 


上 面 的 约定 可 表示 为 
I=—1: 
正 + : 
| WD) = Clr te 十 ee | 0 (2. 4. 35) 
| 本 (8)) = i —e 0 (2. 4. 36) 
十 
E. 
| Wi = ep 2 十 ca W003 37) 


| WD) = (er th 一 esea pe )| 0) (2. 4, 38) 
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2.4.5 Zitterbewegung 的 讨论 


为 了 使 Dirac 粒子 的 位 置 或 速度 期 待 值 取 有 限 的 确定 值 ,必须 用 波 包 形式 的 
态 矢 . 为 了 计算 简便 起 见 ,选择 如 下 的 波 包 , 即 初始 态 为 


de Je WD 十 | 各 中) 十 | 更 ) 十 | 更 -一 )]d8 


(C2. 4. 39) 
的 形式 . 
(a) 先 计 算 (t=0|+=0) 
‘f=0|t=0) 


= | gpag LWT |+ EOD [+ (VT |+ (WP) |] 
[| WP) + THI BD + HB) 十 | 一 ( 的 7 
= | apag L(y? (DD | VHB + HI | WF) 
+ TD | VDA) + ID | WF))] (2. 4. 40) 
最 后 等 式 的 得 到 应 用 了 不 同 宇 称 及 不 同 能 量 的 本 征 态 相互 正 交 的 性 质 . 将 
(2. 4. 40) 式 详细 写 出 为 
《二 = 一 收 | 寺 一 站) 
= | ee dpdg[8 | i CP | VT) 十 ‘(Wir | Vi, 
+ Vo | VEO) + WD | E+ WD | WY) | WO) 
+ (WY | 古人 一 


| ewe ta) dBdB' [C0 | (eit — elemties ) (ete tHe 一 eta 可)|0) 


1 . 于 四 一 | 到 四 十 和 po | a 
E;, t(D +m Er y Fm | (© le 

十 el a WHat NI Fmt _ tip 
" ) 1 太 十 志 (8) — me E- Fe la 本 


(eze o Ha ed a i | 0 十 40 | (et 十 ed ) (ede eo ta 
十 包 a a pat ) | 0 十 DO | (ez 各 十 emHi ) (et 9 ti 十 ede a Wa ) | 0) 


AB 4 i ani atattWat 
TE CP Tm Eo Fr | be 0 
Se daa gat AB g tm ip Fantile 
人 中间 十 二 | ‘Wi 7 


(Cete ot 十 ed Fat ) | OVO | (el a elute y (ete a Hao 


一 eta 一 | 0) 
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— 2| ee dpdg [0 | Gelert — eletim ) Coderet tes! — dot ie! )| 0) 
+ (0 | Gee + edeti ) (obertiet | eotat -st )| 0)] 
a 
[+ | (2.4.41) 


《下 + (Dim ) (EBD 十 pic ) 
得 到 上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 


AB AB” AB 
E_ (Mm 一 Jr EE. (8 ) —m: CO—E, 《有 — me’ EE, (8 ) — me 
_ _AB AB 
E, (+m? E: (8) + me’ 


AB' 


计算 
《0 | Colmih 一 ee ) (etre Hgo — eee We )| 0) 
= (0 | ei” (ew — er)(e — ev )ele | 0) 
了 由 了 2 anHi 
= (01 二 大 (zj (2 want Ba) ) 
+ artl 1 + 
ee ) 1 ks a ) ')10) 
2( 一 1D)* » (— DODYH (aysehet 2C— D" i) (ar mt | 
= (0 | 2 2"m 1t2n 171 > 2 C2n 1)1 


= 4¢0 | 二 一 i( 和 一 有 (一 Dicg Ymti(a mci 


ml(2n 1)1 2"Tm er + 1)1 


sa 一 (一 D0 vy (2(m 二 7) 十 D1 
4 (2m 十 0) 十 1 | TS 


ES | mt Dm 十 2m 十 171 
VDOT VC2m 十 2m 十 1 | pa 


i 2™"17 1 C2n 十 1)1 


__ 1 Vm-m, 021 ham, + 
一 4S1 ]》 ID (9 ) (2m 二 2n 二 1)1 (2 4 49) 


2"m 1 20 人 2 十 11020 十 2 一 2 十 151 
(0 | (etme 十 edit 名 ) Celotot ts! | edr'at Hat | Oy 


_ 1 [11 we 3 1 /1 
= (0| 2 而 (到 ma Con)! E> (zea) (2 AL 


2( 一 1)"(B)2 Vm an)! 2( 一 1)m(g)a Vom 二 2171 
>) ‘2m 十 27 | 2mm 1 (2n)1 2m rm 1K2m) ) | 


| 2 十 20 》 


- 马 45 — DD" m™ (HB) mm (2m + 2n)! i 


2"m 2™i mm I 2m) 1 (2m Zn O— 210 ) 1 
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将 (2. 4. 42) 及 (2.4.43) 式 代入 (2. 4.41) 式 得 
人 一 0 一 0) 


__ ty A’BB' 
让 1 ET Fery dpdp 


> S| ntl fem (2m 二 2n 十 1)1 
所 Zrml2arm lL (2nt 1) 12m+ 2n— 2m + 1)! 


mt ) (2 十 27) Ll | 


2nlt2m 二 2n CO— 2m 21 (2. 4 4) 
cb) 由 52. 4.41) 式 可 知 ,t 时 刻 系统 的 态 舌 为 
| 0)= |ew[e iE, ‘pre | Wt (A ) 十 | 于 (DY) 
十 ear(| yD) +| 了 -一 ( 久 )]dp 
= |e* [ese yn 8) +| wt (Bp))) 
ee | ED) +| 要 一 (PJdBp (2. 4. 45) 
(tc) 计算 
去 (区 所 (| 分 Ce 二 oa) | 


i SJewew" dpag {ei [AD—E, Ppett (FB) | 十 ‘Wt (A | ) 
2 


(atar}(| Em CBD) +| WH OB) |)] 

二 ep |+ CD De 十 时) 
(| WTB + WO 0B) 
emaen ap 0 | 十 (证 (有 | (at+at) 
(| ENB + WHF) YY)] 

十 earEB Tp 8) [+ (WA |) (a at) 
(| EH 十 (| V8) 


i Jew" apag {eB ‘DED Ctt (8) | (a EE | +) (8)) 


+ HD | (aa 十 时 ) | WH (A) + es en pn (pp) 

| ata) | VW (8) 

+ (Wn) | (atat) | Wt (8))] 

+ eBtei pt | (Catal) | VHB)) 十 (一 (有 

(a 十 at+)》 | EH (a ))] 

十 ER 时 全 [人生 人 (用 | (atat) | WT BD) + (WI | 
(atat) | Wt™ (8 ))] (2. 4. 46) 
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最 后 一 个 等 式 的 得 到 来 自 (ae 十 o” ) 必 须 在 不 同 宇 称 态 间 求 期 待 值 时 才 不 为 零 ， 
此 最 后 等 式 的 左 方 有 一 半 和 矩阵 元 为 零 . 分 别 计算 (2. 4. 46) 式 的 各 矩阵 元 

(DD CED | (Catal) | VNB = (VHD | (aa 十 at) | Wn 0)) 
《是 人 《有 | Cata ) | Vn a)) 
(0 | (et 各 一 时 mr) | (atat) | (tio 十 ea) | 0) 

— 2 fF 

《五 } et Te 
(ele a Hg” — el a Wat) | 0) 


i (一 Di (2m+ 2nt 1)1 
42, (2m 十 2n 十 1 Sn (a 十 e+) 


(一 1)m 8) (2m + 2n)1 
2 Dm mm 1(27)1 | 2 十 271 2 


| 


+( 0 | (etm + elett) | (a+at) | 


uy 


二 由 28 加 
(CE Hm (E+ ym 2 (2m + 2n 1 | 


(—17(m” V (am 2n)1 ( 十 +) (— 1 i (2m + 2m + 1)1 
"ml(2n)1 es | | 
ml(2n)1 a 2™" mm 1 V2m 1)1 
| 2 2 十 1» 


= (一 "TD yy(2m 二 2nd 1)1 
4 之 (2m 十 2 十 1 | 2mm (on 十 1)1 


en 


| 和 和 ] (2m 2m) | (21m | a2nty 2m 一 1 


2™" nm Cn) 1 


:人 n 了 2m 十 2021) 
二 1)m (8 六 v2m + 2n)! 0] 


2 1(2n)! 


一 业 4: {om + Zn | 《一 1 ™ 【27 2n) ! 
(E; (P+ me ) (Cm (fF ) me’) 2"m 1 (2n)1 


(— D™ (mt Vm + 2m)! Gm Fon 
| 2™ mm | (2m)! Uo 


(— Di mn 2m + 2m 十 1)1 v2m 2m + 2) 
2™"mm 1(2m + 1)1 | 2m 十 2m + 2) 


| Y， 【一 ibd ad ant-l CH re (2m 一 Fn 十 2 ' 


2"ml(t2nd 1)12™" mm l(t2m + 2n— 2m + 2)1 


十 (一 Dm Cam 2n + 171 
2"mltant 1) la™ (am an — Lm}! 
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一 ABB 
“ETB Fm ETB) 十 岂可 


《一 Dm i mn 2n 1)1 
>| | 


2 1277m 1 C2n) 1 (2m 二 + 2n CO— 2m + 1)1 


十 


一] 议 的 9 | 
2"m 12™ m1 (2n) (2m 2n CO— 2m — 1)1 


Ci) CN Data | E+ 8)) 
= na) (atat) | END) (2. 4. 48) 
以 上 元 长 的 计算 过 程 表 明 如 下 几 点 :一 是 Dirac 在 他 的 原著 中 虽然 阐明 了 电 
子 的 Zitterbewegung 的 物理 根源 ,但 完全 清晰 地 将 这 一 物理 机 制 具体 计算 出 来 是 
需要 较 多 的 理论 分 析 和 演算 工作 的 ;二 是 在 具体 讨论 的 过 程 中 还 会 看 到 一 个 真实 
的 粒子 的 物理 状态 总 是 以 一 个 流 包 的 形式 出 现 ; 三 是 利用 演算 的 公式 将 实际 的 参 
量 代 入 算出 粒子 的 运动 就 不 在 这 里 列 出 . 但 如 想 在 实验 中 去 实现 这 一 物理 现象 时 
以 上 的 计算 公式 就 可 用 来 算出 理论 的 结果 和 实验 作 比较 ， 
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量子 理论 中 角 动 量 的 物理 内 容 是 非常 丰富 的 , 从 上 一 章 的 讨论 知道 , 当 把 相对 
论 的 协 变性 和 量子 理论 结合 得 到 Dirac 方程 时 就 能 立即 看 出 ,粒子 除了 原 有 的 轨 
道 角 动量 外 ,还 具有 内 梨 的 目 旋 角 动 量 . 男 一 方面 从 算 符 的 角度 看 , 角 动 量 既 服从 
和 玻 色 算 符 一 样 的 对 易 关 系 又 具有 和 费 米 算 符 一 样 的 反对 易 关 系 , 这 使 得 对 它 的 
处 理 有 一 定 的 难度 , 将 角 动 量 作 一 较为 详尽 的 讨论 是 量子 理论 体系 中 的 一 个 必要 
的 姥 分 ,本 书 的 这 一 部 分 将 更 者 重 于 角 动 量 算 得 玻 色 化 的 内 容 . 


3.1 角 动 量 的 基本 性 质 


3.1.1 基本 对 易 关 系 
者 一 个 算 符 包 含 三 个 分 量 


f= fd) 
且 它 的 三 个 分 量 满足 如 下 的 基本 对 易 关 系 
[i 98,] = j 
Cj, = Wj, (3. 1. 1) 
Di: »fs] 一 ihj 
则 和 不论 其 具体 的 物理 含义 如 何 , 均 可 称 为 角 动 量 算 符 . 进一步 地 ,再 定义 角 动 量 平 
方 算 符 


闫 一 冲 十 其 十 次 (3. 1, 2) 
及 和 角 动 量 的 升降 算 符 
社 = js 十 ， 
We 3 
j-= js — ly 
根据 (3. 1. 1) 式 的 基本 对 易 式 可 直接 证 明 以 下 的 对 易 关 系 
EP = C=]=# (3. 1, 4) 
;六 ] = 土 村 # (3. 1. 5) 


[六 , 基 ] = 23， (3. 1. 6) 
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Dt]= 2( 产 一 芒 ) (3.1. 7) 
注意 :(3. 1. 7) 式 的 左 方 是 反对 易 式 ,从 这 一 点 可 以 看 到 和 角 动 量 算 符 间 既 有 对 易 关 
系 , 也 有 反对 易 关 系 , 不 像 玻 色 子 算 符 只 有 对 易 关 系 和 费 米 子 算 符 只 具有 反对 易 关 
系 , 这 就 是 前 面谈 到 的 它 的 复杂 性 所 在 . 

从 (3. 1. 4) 式 看 出 角 动量 平方 算 符 和 任 一 分 量 都 可 对 易 . 以 产 ,Jj。 为 例 . 它们 

的 对 易 说 明 存 在 它们 的 共同 本 征 态 矢 , 用 |Xm) 来 标志 这 样 的 共同 本 征 态 , 即 |XAm?) 
满足 

产 | ony = MM? | Wm) 

站 | hm) = mk | on) 
将 本 征 值 有 意 写成 4 和 mm 起 并 分 别 引进 一 个 起 因子 和 堪 因 子 是 为 了 以 后 讨论 的 
方便 , 


3. 1.2 ,mm 的 取 值 


(3. 1. 8) 


Ca) 从 [ 产 ,站 ] 一 产 关 一 产 产 =0 出 发 , 求 它们 在 (Xm | 及 14m) 间 的 矩阵 
元 ,得 
(Am | 一 一 =0 
即 
(一 1 |i lim) =0 
从 上 面 的 等 式 知 ,只 有 4 二 X 时 (Xm | 六 |4m) 才 会 不 为 0, 所 以 有 
Am’ [74 | mn) = Bo Gan | 7 [om) (3, 1.9) 
对 7- 有 类 似 的 结果 . 由 于 上 述 矩 阵 元 两 边 的 4 必须 相同 ,因此 今后 矩阵 元 (hmz/ 
|7+ Am 可 简写 为 (mm |j+ |m)》. 
类 似 还 可 得 出 j, ,7,,j: 的 矩阵 元 对 A 量子 数 也 是 保持 不 变 的 结果 . 
(b) 从 上 D:,j2]== 土 寺 # 出 发 求 (m' | 与 |m) 间 的 矩阵 元 ,得 
Cm | jsj4— jz js Im = Cm’| (mm 和 苇 六 一 大 mk) |m) =+t Cm | js |m) 
即 
(m —m 干 Dem’ | 六 |m)=0 
上 式 告诉 我 们 只 有 m= 二 m 士 1 时 tm | 7 |m) 才 会 不 为 0. 所 以 有 
Gm [ji |m) = Bm (m+t1|i |m) (3. 1. 10) 
结合 (3. 1. 9) 和 (3. 1. 10) 式 可 写 出 
(| 六) = Bud Gm + 1|js | Am) (3. 1, 11) 
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(c) 从 [和 ,j-]=2 和 ;出 发 ,等 式 两 边 取 和 矩阵 元 ,因为 从 前 面 已 知 对 总 是 对 
角 的 . 为 书写 的 简便 ,4 可 略 去 不 写 . 
tm | (六 一 太太) 而 ) = htm jm) = 2 nm 3.1.12) 
在 上 式 左 端 插入 2 1m )《m "| 二 1 并 取 m' = m 的 情形 ,得 


2 {mljr mm |i dm) 一 (| 天 | 着 | 可) 


= tm|jiy|m— Dm—1|j |m) — tm|j_|m+1) mt 1|j |m) 
一 2mkh:’ (3. 1. 13) 
男 一 方面 ,由 于 
j=j:—iy= Gt)= G+)+ 
故 有 
(mC—1|;|m) = Cm|js |mO— 1))* 
利用 这 一 关系 ,(3. 1. 13) 式 可 写成 
| 《ma | 六 | 吏 一 1 一 | 十 1 | jr|m)|? = 287 (3. 1. 14) 
现在 把 要 求 的 矩阵 元 写成 
(m+1 | 放 | za》 = pr 
则 (3. 1. 14) 式 可 写成 
| 一 


| pw | on |? = 2m 


其 解 是 
[on|? = eC— mim 1) (3, 1., 15) 
由 于 | ps | 是 正定 的 ,因此 一 定 有 mlm 十 1) 坟 ec. 在 ce 给 定 后 m 一 定 有 上 界 元 
及 下 界 严 ,它们 是 由 方程 
mm 十 1)=c 
的 两 个 根 给 出 


-| (3. 1. 18) 
严 一 六 [ 一 1 一 VI 王 和] 
此 外 ,考虑 到 m 每 次 升降 为 1, 所 以 有 
南 一 型 一 好 【〈 正 整数 ) 
结合 (3. 1. 16) 的 第 一 式 , 有 
2m 二 二 mn 十 (mm) 二 7 一 1 = 二 n (下 整数 ) 
最 后 得 出 
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这 ,… 〈 半 整数 ) 
Le (整数 ) 


《3 1. 17) 


以 及 
[pn | := cc 一 mlm 二 +1) 一 击 ( 击 十 1]) 一 m(m 十 1) 
= jG 十 1) 一 m(m 二 1) 
= GO—mG0+m 直 1D) = |tmt1|i my | 9, 1.18) 
(d) 最 后 讨论 4 的 取 值 问题 ,由 
祖 一 其 十 于 估计 十 元 六 ) 
取 对 角 和 矩阵 元 
Gm | 六 |m) 二 糊 2 一 Gm | 六 [m) 十 去 Gm| G+ 开 十 于 天)| am) 
= me 十 六 {ml 二 |m 一 DCm 一 1|j-|m) 十 (mlj-|m 十 1) 


pi 本 十 起 [ml 十] 加 


mi + 入 {OG 一 m 十 DG 二 mG 一) 十 mr 十 1)} 
二 ype 十 是 {六 一 十 7) = 二 jj 不 1 (3, 1, 19) 
注意 在 上 面 的 推导 中 ,仿照 (3. 1. 19) 式 中 的 推导 ,在 第 二 项 的 矩阵 元 中 也 类 似 地 插 
人 了 21m ybm | 二 1. 将 (3.1.19) 与 (3.1.8) 式 的 第 一 式 比较 最 后 得 到 
A=j( 十 了 (3. 1. 20) 
同时 由 (3. 1. 19) 式 得 
me 一 A 一 记 { [peal* 十 |pnl?) 
即 
m A= j(j 十 1) 
因此 有 
TUrre 一 1 tin 一 一 了 (3. 1. 21) 
经 过 以 上 的 讨论 可 以 把 所 有 得 到 的 结果 归纳 如 下 : 
(a) 闫 | jm) =j 0 DE |jm) 


、 (3. 1. 22) 
J | jm =mf | jm?} 
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1， 


0,1,2, 
xy 3 有 
a 


(b) Cm’ [jz | jm)=h VOm) Om 1) 0d, mi (3, 1,23) 
至 此 ,我 们 可 以 得 出 以 下 的 结论 ;:(1) 所 有 结果 和 在 量子 力学 中 讨论 具有 确定 物理 
含义 的 轨道 角 动 量 的 结果 完全 相同 ;(2) 值 得 强调 的 是 ,这 里 没有 从 一 个 具有 明确 
物理 会 义 和 具 有 明显 表达 式 的 角 动 量 算 符 出 发 ,而 是 仅 从 满足 基本 定义 的 角 动 量 
算 符 对 易 式 出 发 得 到 了 普遍 的 结果 ,因此 包括 自 旋 在 内 的 任何 角 动 量 算 符 都 具有 
上 述 导出 的 性 质 . 对 于 基本 粒子 的 同位 旋 这 些 结论 也 同样 适用 . 


3.2 角 动 量 算 符 的 玻 色 化 


在 讨论 角 动量 算 符 性 质 时 曾 提 到 它 的 对 易 关 系 既 不 是 玻 色 算 符 的 纯粹 对 易 关 
系 , 也 不 是 费 米 算 符 的 纯粹 反对 易 关 系 ,因此 计算 和 处 理 起 来 常常 是 比较 复杂 的 . 
为 此 ,人 们 一 直 想法 用 某 些 玻 色 型 的 算 符 去 代替 它 , 以 使 得 计算 变 得 更 系统 化 及 更 
易于 推演 . 在 量子 理论 的 发 展 中 提出 了 两 种 玻 色 化 的 方案 :一 种 是 Holstein-Pri- 
makov 变换 , 男 一 种 是 Schwinger 的 双 据 子 理 论 , 它 们 在 现代 的 研究 工作 中 经 常 被 
用 到 . 后 面 将 会 看 到 , 玻 色 化 方案 在 角 动 量 性 质 的 进一步 讨论 中 会 起 到 很 好 的 
作用 . 


3.2.1 Holstein-Primakov 变换 
可 以 将 角 动 量 算 符 和 一 种 玻 色 算 符 按 下 列 的 关系 联系 起 来 , 即 


J4= V2 —ataa 
J_=at V2 —ara (3. 2. 1) 
让。 = J—ata 


其 中 a,a' 是 玻 色 子 的 漂 灭 和 产生 算 符 . 右 方 的 J 表示 这 一 变换 关系 是 针对 角 动 量 
的 大 小 为 确定 的 j 值 的 角 动 量 算 符 的 ,所 以 这 一 变换 不 是 对 整个 角 动 量 的 空间 而 
言 的 , 它 是 在 本 一 定 的 子 空间 中 的 变换 , 附带 还 要 作 一 个 说 明 , 为 了 与 目前 论文 中 
常用 的 形式 一 致 ,在 这 一 节 中 总 是 取 站 一 1. 
现在 来 证 明 由 (3. 2. 1) 式 右 方 表示 的 算 符 的 确 注 足 角 动 量 算 符 的 基本 对 易 式 . 
为 此 ,下 面 只 证 明 它 满足 (3. 1.5) 及 (3. 1. 6) 式 ,其 余 的 对 易 式 可 类 似 地 证 明 . 首先 ， 
在 下 面 列 出 玻 色 算 特 a,a 的 对 易 式 
Lasa' | = 1】1 


(3. 2, 2) 
[aa| = | yi |= 人 0 
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证 明 过 程 如 下 : 
(a) [j4 1j- J=(vV2J—aTa)aat (V2J—aTa)—at (V2]—ata) 
(v2 —a a)a 
一 《一 站 dalaTtaTl)v2/—a a)—a (2 —a'a)a 
={tata+l1)(2]J—ata)—2Jatatal! (aal —1)a 
=2(J—a a) 
一 2J: 
我 们 在 第 三 等 式 后 利用 了 (af+a 十 1) 和 (2J 一 at+a) 可 对 易 的 性 质 . 
(hb) [JJ = —ata) V2 —aTaa— V2J—aTaa(]—ata) 
=v2—alal(J—ata)a—a(J—ata))} 
=w2—a alaa a—a aa) 
=w 2 —a "aa 
一 
类 似 可 证 [Dj.,j- ]= 一 j-. 
虽然 Holstein-Primakov 用 一 个 玻 色 算 符 来 表示 角 动 量 算 符 的 确 有 它 便捷 之 
处 ,但 它 也 有 一 个 不 足 之 处 , 那 就 是 (3. 2. 1) 式 的 第 一 式 和 第 二 式 中 右 方 的 算 符 
a+a 在 根 号 里 面 . 除了 它 作 用 到 数 算 符 的 本 征 态 矢 可 以 直接 将 e”a 换 成 数 算 符 的 
本 征 值 n 外 ,在 其 余 的 情形 下 是 很 难 作 严格 计算 的 . 很 多 研究 工作 第 利用 它 作 算 符 
的 近似 展开 ,例如 将 V2] 一 aTa 近 似 地 取 作 V3 (1 一 ia+a) 或 甚至 就 近似 取 作 
w2J . 这 种 做 法 在 J 衬 ]1 时 是 比较 好 的 近似 . 
3.2.2 Schwinger 的 振子 理论 


这 个 理论 设 有 前 面 所 述 的 H-P 变换 中 玻 色 算 符 wa”a 在 根 号 下 面 的 困难 ,但 其 
代价 是 需要 引信 两 类 玻 色 子 来 使 角 动 量 玻 色 化 . 
设 有 两 类 玻 色 子 算 符 afa+ ) 及 b(657), 它 们 是 相互 独立 的 并 具有 以 下 的 对 易 
关系 
[a,a+] = 1= [868,67] 
[ava] = [atyat] = [66] = [8+ ,6+]=0 (3. 2. 3) 
[ab]= [Las]j= [a = [a | =0 
由 它们 可 构造 出 三 个 新 的 算 符 


天 一 六 (or6 十 矿 a) 一 六 
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六 一 去 (ob 一 矿 四 一 区 
(3, 2, 4) 


je 于 (et a 一 亲 准 二 寺 


可 以 由 (3. 2. 4) 式 定义 的 7, ,j,，j: 证 明 它们 的 确 满足 角 动 量 算 符 的 基本 性 质 


[jas#] 一 ie 六 
对 于 玻 色 子 算 符 a,b, 可 以 如 前 定义 它们 的 数 算 符 


n= 二 a a 


| ‘3, 之 , 5) 
ns 三 全 6 
它们 和 引信 的 j.,j? 之 间 有 如 下 的 关系 
可 a a—pb nn 
J 5 7 (3. 2.6) 
3 :3 | i Nin 
六 = 总 十 总 十 六 二 号 ( 吕 十 1) (和 六 
其 中 
并 一 略 十 讽 【3. 2, 8) 


现在 证 明 (3. 2.7) 式 


六 = 并 十 襄 十 六 


(at b+6t a)*— (a bp a)? 十 二 ( 志 一 并 


f2a+ ef1 十 相配 十 中 大 1 十 古语 员 十 南 ( 庆 下 史 


本 加 


一 


证 十 证 十 28.715 十 27, 十 27 


有 ( 肢 +1]) 


(3. 2. 4) 及 (3. 2, 5) 两 式 表 明 两 类 玻 色 子 的 数 算 符 的 共同 本 征 态 也 是 产 及 疡 的 共 
同 本 征 态 . 

在 上 一 节 里 曾 用 不 少 的 篇 幅 去 讨论 产 ,)。 的 本 征 值 M,m 的 取 值 情况 ,现在 再 
用 Schwinger 的 振子 理论 来 讨论 ,将 会 看 到 这 些 结果 可 以 十 分 简捷 地 得 到 并 具有 
清晰 的 物理 图 像 , 

由 第 一 章 知 道 却 ,元 具有 如 下 的 归 一 的 本 征 态 

1 

vy Ta lr 1 


| 


Cat) (B+)™ |0) (3. 2. 9) 


| 7) = 
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它 满足 以 下 的 方程 
Ra | nn) = n | no ns) 
(3. 2. 10) 
ns | nan) = ro | no sn) 
其 中 n, ,ns 都 是 正 整 数 . 利用 (3. 2. 6) 式 将 产 ,;, 作用 到 |n, ,n,) 上 去 有 
元 | 和 ww) 一 二 (i 一 高 )| ns sn) 
i 广 (m | (3. 2.11) 
闫 | 本 ,mw) 一 吕方 于 (于 寺 晤 十 1) [nsm) 
一 时 广 时。 (于 广 于 十 1) ns) (3. 2. 12) 
由 上 两 式 立 即 可 以 得 到 如 下 一 些 结论 ， 
(a) 由 于 n,m 都 是 正 整数 ,所 以 如 把 产 的 本 征 值 记 作 4, 有 
hm, [Wh 二 ny 
4 一 ”了 ( 2 二 了 
= j(j 十 1) (3. 2. 13) 
其 中 
整数 EY 《Rs 十 no 为 偶 ) 
j= ] $35 (3. 2. 14) 
2 半 整 数 广 , 广 , 方 ，… (ns 十 为 奇 ) i 
以 及 记 j; 的 本 征 值 为 mm 
Hs, 一 Fp 整数 
三 二 一 二 3 2 15 
m 了 半 整 数 【 2 


从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ,利用 严 ,j。 和 充 , ,高 的 美 系 4,m 的 取 值 情况 几乎 直接 可 
得 ,而 不 需要 像 上 一 节 中 那样 的 元 长 的 论证 过 程 ， 
《by 由 
= 和 + 二 a 
(3, 2. 16) 
~- 一 fs — fy es 全 本 


以 及 六 ,使 mn 升降 1 的 意义 可 看 出 ,a(a* ) 等 价 于 潭 灭 (产生 ) 寺 的 = 方向 角 动 
量 分 量 的 算 符 ,而 5(5* ) 等 价 于 潭 灭 (产生 ) 一 方 的 = 方向 角 动 量 分 量 的 算 符 . 


(c) 由 已 知 的 《3. 2. 17) 


nm =) —m 


._1 
j= nn) i 
区 Nn, 一 十 六 
可 得 | 
) 


WW 
m 2 (Te ns 


因此 |jm}) 可 表示 为 


ti [ht i-™ 
| jm? = | Ma = 了 十 myn = jC— I 一 (a ) (B ) 


(a) (8) | 
v27)10! 
(a) jE |， 
(bt) | 


上 二 一 站 志 


立即 可 得 
十 而 (at )Y 


VT 
十 气相 -1 
= Ep|0)=0 
(21 
Am 十 ]】 
[j= j= 和 0 


vw (C2771 
这 样 ,对 于 j 取 确 定 的 值 后 mm 的 值 必须 满足 
Im | 


[jm= j++1) = 天 | 六 六 = 


类 似 有 


或 
到 一 站 一 = 下， | 
(d) 引信 两 个 新 算 符 
全 可 br 
k= 


VOTFm lO —m)l! 


| 0) 


《3. 2. 18) 


(3, 2, 19a) 


(3. 2. 19b) 


(3. 2. 20) 


(3.2.21) 


容易 看 出 ,kj 的 作用 是 使 m 不 变 ,j 增加 1,k_ 的 作用 是 使 m 不 变 ,j 减少 1. 


3.3 角 动 量 的 耦合 


3.3.1 两 个 角 动 量 的 耦合 


一 个 粒子 常 同 时 具有 轨道 角 动 量 和 自 旋 角 动 量 , 这 两 者 之 和 构成 了 粒子 的 总 
角 动 量 . 两 个 粒子 的 体系 中 每 一 个 粒子 都 有 角 动 量 , 它 们 之 和 构成 体系 的 总 角 动 
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量 . 角 动 量 是 一 个 矢量 ,经 典 的 矢量 之 和 就 不 是 简单 的 两 个 数 的 简单 相 加 ,在 量子 
理论 中 还 有 量子 化 的 效应 ,所 以 两 个 角 动 量 的 耦合 是 需要 仁 细 讨论 的 . 


设 有 两 个 互 为 独立 的 角 动 量 算 符 几 ,Js ,其 含义 是 


[hn] = (3. 3. 1) 
定义 它们 的 总 角 动 量 算 符 为 
J 二 十 J: (3. 3. 2) 
很 容易 由 万 ,J 的 基本 对 易 式 和 (3. 3. 1) 式 导出 
[jd ] = ien)s (3. 3. 3) 


即 由 (3. 3. 2) 式 定义 的 总 角 动 量 算 符 同 样 具有 角 动 量 的 基本 对 易 式 关系 ,因此 它 的 


J*: 和 J 的 共同 本 征 态 一 定 也 是 |jm) 的 形式 , 现在 要 问 由 一 定 的 六 和 交合 成 后 
能 形成 一 些 什 么 样 的 总 前 动量 站 同时 要 问 总 角 动 量 的 本 征 态 矢 |jm)? 与 各 个 角 动 
量 的 本 征 态 矢 | 六 my 和 | 产 mzy 之 间 是 什么 样 的 关系 ? 以 上 的 所 谓 角 动量 的 耦 台 问 
题 可 更 明确 地 归纳 为 如 下 两 点 : 
Ca) 如 前 所 述 , 角 动量 算 符 是 矢量 ,两 个 矢量 算 符 相 加 一 定 不 只 是 一 个 单一 的 
总 角 动 量 . 那么 合成 后 有 和 多少 个 不 同 的 六 
Cb) 单个 角 动 量 的 本 征 态 矢 | imma) ,|j:ms) 的 直 积 一 般 不 会 是 总 角 动 量 算 符 
的 本 征 态 矢 |jm) ,为 了 看 清 这 点 ,将 闫 作用 到 |jim)1jsm:) 上 看 有 什么 样 的 结果 
FF | my | jms) = (GF 二 六 十 27173) | jimiy | jms) 
= [hn 二 + 站 DD 
十 2j1yj2y] | jm | jem } 
= [iii 二 + 1) +j Gs 1) + 2mms 十 2 
+ 2717 3] | jm) | 六 ms》 (3. 3. 4) 


由 于 右 方 括号 内 有 2j jx 十 2j jx 这 样 一 些 算 符 ,可 见 | 六 Pa》|jama 一般 不 是 产 
的 本 征 态 矢 . 虽然 总 角 动 量 本 征 态 矢 一 般 不 是 分 角 动 量 算 符 本 征 态 矢 的 简单 直 积 ， 
但 会 不 会 是 这 样 的 直 积 的 某 种 组 合 呢 ? 

为 解答 上 面 的 问题 ,在 本 书 中 仍 借助 Schwinger 的 谐振 子 理论 来 讨论 ,为 此 重 
复写 出 上 节 得 到 的 关系 


1 
了 了 王 二 (Pi 十 到 __: 
2 全 十 二 (3. 2. 17) 


wi) mi 


因此 有 
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| js) 一 | 加 一 十 和 = 1— mm) 
十 于 站 十 机 二 人 一 而 
Ain A (3. 3. 5) 
v (i 二 ml my! 
从 上 式 出 发 可 以 逐步 开展 讨论 . 


(a) 虽然 对 于 一 定 的 记 及 j; 的 两 胡 动 量 本 征 态 矢 |jima) 和 |jsms) 的 直 乘 一 


般 不 是 总 角 动 量 ,J 的 本 征 态 矢 , 但 特殊 的 | ,mi 王族 ) |js ,mz 二 js) 是 个 例外 ， 
这 是 因为 


P11ANy [hf 

| Dy? + + 2 a 十 jitja 十 jjat] | j1j1? jzjz? 

= [1 二 1)+jatis 1)+ 2 js 十 7H7 十 ji_ja4] | 大 页 》| jaja) 
由 前 面 的 (3. 2. 19a) 式 知 


ji | Ni) = 0 | jj2) 一 0 


故 上 式 成 为 
产 [771) | jj) = (人 广 十 因 )Ch 十 闫 十 1) | jj) | joj) (3.3.6) 
而 且 
六 jj1? | jji? = (Fis 十 ja:) | jj1? | 7 
= (1 二 ja) | 万》 jj3) (3. 3.7) 
可 见 
| i711 | jf? =| 页 二 jasji 十 ja? (3. 3. 8) 


即 它 的 确 是 产 ,j; 的 共同 本 征 舌 | 六 十 六 ,六 十 产 ). 
(b) 现在 求 | 六 十 ji ;i 十 ji 一 1). 以 下 都 将 在 Schwinger 的 振子 图 像 中 来 进 
行 ,为 此 再 回忆 一 下 人 ,mo 的 量子 数 与 Cn mw) 间 的 关系 (3. 2. 17) ,以 及 两 种 表象 的 
本 征 态 舌 之 间 的 如 下 关系 
| jp 一 | 1 = j++mm = jj — mm 
a 0 (了 二 
VOFmlo—ml 
为 区 别 起 见 ,将 总 角 动 量 和 分 角 动 量 对 应 的 玻 色 子 算 符 标记 如 下 : 
(Pra) 对 应 的 振子 算 符 为 ai(at ) ,bi(b7) 
(jama) 对 应 的 振子 算 符 为 as Caz ) ,ba (bi ) 
(jm) ”对 应 的 振子 算 符 为 ata” ) 6 ) 
为 了 求 | 六 十 jj ;J1 十 j 一 1) ,注意 如 下 关系 


六 | tj i+j))= bt | nn = 2 二 ji) sm = 0) 
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= V2 Fj) | ns = (2j1 + 2js —1),m = 1) 


= 2 二 jy | (Fi 二 je) (i 二 Tj 一 1)) 
男 一 方面 
Gtje) | ji) | jzjs) 
一 (Cabt 十 ui) | Na 一 2j1 ns 一 0 | Wa, 272 "Te, ee [hh 
= 员 271 | na 二 271 — 1 ,ns = 1) | Wa 一 272 ns, = 0 
+ V2js | n, = 2jions = 0) | nm, = 2j3 — 1,m, = 1) 
= V2 [jr — 1 | jj vas | i171) | j2js — 1) 
上 两 式 的 左 方 相 等 ,因此 右 方 也 相等 ,就 得 到 


| (十 不) 六 十 闫 一 1 = 了 | 六 让 一 1 | ja72) 


十 | 了 》 一 1》 《3.3.9 
nn 十 | nn | jajs ( ) 


在 上 面 的 推导 中 将 |jm? 写 成 | (pa 和 |jimm) 及 |jsma? 是 为 了 将 它 和 分 角 动 量 
的 本 征 态 矢 区 别 开 来 . 


(c) 继续 将 -作用 于 (3. 3. 10) 式 的 两 边 
| G+jo) 二 +i —D)= at|n = 20 二 +j:)—1,m = 1) 
= VN — D2 | n= 20 +j— Dm = 

(271 二 2172 一 1) | (+j) (N+j 一 2)) 


| tl | Ma 


页 十 天 一 21 一 1 一 1 | nm 一 21a 了 = 0) 


十 记 十 克 一 全 一 | me 一 21 7 = 07 | ma = Ziz — 1,nm, -1) | 
-点 _ 到 ey 
FEL D2 |n, = 2 —2,n = 2) | no, = 2js ,ni = 0) 
We | ne, = 2j1 — lm = 1) | rn, = 2js—1m, = 1)| 


十 a ah | = =1)|n = yy zs— ln = 1 


wen (2je CO— 1) | Ma = 271 sn = 性 | Na, = 2713 — 2,n,, 一 2)] 
最 后 得 
| (站 十 站 0 十 所 一 2)》 
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= 1 人 WY | i 
Fr TE Tr EL 


J a 
Or Tj Fa 一] | 71 1? | jj 1) 
jat272 CO— 1) 
于 和 二 站 一 再 | 页》 | 大 一 2 (3. 3. 10) 
将 以 上 的 步骤 继续 下 去 便 可 得 出 所 有 的 | (六 十 产 ) ,Cm)) ,并且 可 以 预见 它们 都 会 
是 由 不 同 的 |jim? |jzms) 这 样 的 直 积 形 式 构 成 的 线性 组 合 . 

(d) 现在 看 与 (3. 3. 9) 式 相互 正 交 的 男 一 种 组 合 


ds. DD 1 hy /| 二 
中 庆 | 站， wj1 一 | ja 9 六 十 元 | j1 01 | ja sj 


《3. 3. 11) 
一 方面 ,这 一 态 矢 对 应 于 总 角 动 量 投影 算 符 )。 的 本 征 值 是 
m= 1)+j = 二 (js 一) =i 二 +ji 一 1 
另 一 方面 ,(3. 3. 11) 与 (3. 3.9) 式 的 | (ji 十 js) (ji 十 关 一 1)) 正 交 , 但 其 mm 又 和 它 
同 是 j.==m== 广 十 j; 一 1, 所 以 它 一 定 不 属于 总 角 动 量 j==jj 十 j; ;而 上 只 可 能 是 属于 
1 一 六 十 产 一 1, 即 应 有 
| 二 十 站 一 1) (7 十 jz 一 1)) 


pr | ji O17 | jarvis) se | 六》 | jrjs CO— 1 
(3. 3, 12) 

当然 它 也 不 可 能 属于 方 十 产 一 2 或 更 小 的 7, 因 为 它们 的 最 大 的 =z 方向 分 量 都 小 于 
ji 二 js 一 1, 

从 (3. 3.12) 式 出 发 ,如 在 (b),(c) 所 做 的 那样 用 j- = 六 -十 j_ 作 用 到 上 式 两 边 并 
一 直 进 行 下 去 可 得 到 [Gi 十 js 一 ,Gj 十 jp 一 1 ,| 十 一 了 ;0 十 并 一 2) ee， 
| (1 二 ja 一 1) ,一 (fi 十 j3 一 1)>. 在 求 得 | 《说 十 着 一 工区 页 十 j; 一 2 站 后 求 与 它 以 及 
| (十 j2) ,G1 十 癌 一 2)) 都 正 交 的 组 合 ,根据 相同 的 论证 会 得 到 

| (jl 二 js — 2), (有 js — 2)} 

再 用 -不 断 作 用 就 得 到 所 有 的 | Ci 十 js 一 2), (rm)). 

综合 以 上 的 推导 过 程 可 得 如 下 的 一 些 结论 : 

(a) 总 角 动 量 算 符 j? 及 总 角 动 量 投影 算 符 j, 的 共同 本 征 态 总 可 用 (7 , 放 ).) 与 
(六,j2:) 的 本 征 态 直 积 的 线性 组 合 表示 , 即 


| 让) = 2 Ch | jr mm | ja sma) (3, 3. 13) 
i | 
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上 式 左 方 中 的 表示 是 为 了 清楚 标明 是 从 确定 的 刻 及 j; 来 合成 总 角 动 量 的 ,所 以 
在 |jmw 表 示 的 前 面 加 上 站 与 js 写成 | 廊 ,j mm) 右 方 的 系数 Cit#2 就 是 所 谓 的 
C-G 系数 (Clebsch-Gordan 系数 ). 由 以 上 的 讨论 还 可 以 看 出 , 任 一 个 C-G 系数 都 
可 以 按 这 种 做 法 得 出 , 

由 于 对 于 确定 的 广 ,js 有 以 下 的 封闭 关系 


之 ) | jm ? | jem ) Cj1m ‘jzme |=1 


hl My 
故 有 
| jjsjm? = :3 | in | jarmae? jum | Cjame | jjasjrm)y (3.3.14) 


将 (3. 3. 13) 与 (3. 3. 14) 式 作 比 较 , 可 得 C-G 系数 的 男 一 种 表示 
人吉 = 《jin | ‘ana | Ff1f3 nj (3. 3. 15) 
(b) 从 以 上 的 讨论 看 到 由 ji ,js 生成 的 总 角 动 量 大 小 是 j 一 六 十 产 ,六 十 产 一 1 
那么 jmm = 二? 
为 了 回 管 这 一 问题 , 先 看 一 下 当 ji ,js 确定 后 ,有 多 少 种 不 同 的 |jm? | jams? 
这 样 的 直 积 态 矢 . 显然 ,应 该 有 (C27 十 1)(2j; 十 1) 种 , 每 一 个 了 共有 中 十 1 个 |jmy》， 
由 于 两 种 表示 的 独立 态 矢 的 数目 应 当 相 同 ,所 以 应 有 以 下 的 等 式 
py [27 十 1 一 (4211 十 121 十 1) 


J 


利用 等 差 级 数 的 求 和 公式 ,上 式 成 为 


(3. 3. 16) 
= (2 十 1)(2js 十 1) 
可 得 
, = 人 J1 宇 J 
I 
即 
jun 一 | 万 一 站 | 《3. 3. 17) 


至 此 ,我 们 借助 于 Schwinger 振子 理论 系统 地 讨论 了 两 个 独立 角 动 量 的 耦合 问题 . 

3.3.2 三 个 角 动 量 的 看 台 
(a) 如 果 考 虑 三 个 独立 的 角 动 量 ( 站 ,六 .) , (并 ,js,),( 有 ,js.) 合 成 的 总 角 动 量 
j= 广 十 js 二 jj (3. 3. 18) 


最 自然 的 想法 是 按照 两 个 独立 角 动量 看 合 的 办 法 记 它 们 对 应 的 玻 色 子 算 符 如 下 
(jm ~ allat ) ,by (Bt) 
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Cjama )~— arlat } ,bs (Bb) 
(jama ) ~ asl(as ) sb (bs ) (3.3,.19) 
Cim)~— ala ) ,b(tb) 
然后 按照 以 前 类 似 的 办 法 一 步 一 步 地 导出 |j,m) ,将 之 用 |) ,mi ,| js ;mz)， 
|j3 ns 的 线性 组 合 表 示 出 来 .但 是 ,我 们 很 快 会 发 现在 三 个 角 动 量 耦 合 的 过 程 中 
会 出 现 一 个 在 两 个 角 动 量 耦 台 时 没有 遇 到 的 新 间 题 . 为 此 ,我 们 仿照 两 个 角 动 量 耦 
合 的 步骤 ,看 看 会 遇 到 什么 样 的 新 问题 . 
第 一 步 :按照 以 前 的 论证 ,显然 三 个 独立 角 动 量 耦 人 台 成 的 最 大 的 总 角 动 量 和 最 
大 的 = 方向 分 量 的 态 矢 是 
| (十 大 十 四) 十 大 十 广 ) 二 | 517 | Jarja? | javja? (3.3.20) 
第 二 步 , 和 两 个 角 动量 而 合 的 讨论 一 样 ,用 j- 王 广 - 十 疡 - 十 方 - 作用 到 | (ji 十 
jz 十 ja) ,Cj 十 js 十 j3)》 上 ,得 到 


| i 十 训 十 吉 0 十 吉 十 训 一 DD) = 二 二 于 二 一 DD | jh) | jjs) 
.Se ] si ] 本 一 】 

TR | ja sj2 ) | j3 3 

E I ] 本 Fa —1 
妈 [ 直 于 这 于 天 a | ji | j2 sj2) | 方太 » 


《3. 3. 21) 


不 断 重复 上 述 步骤 可 由 7- 得 到 全 部 的 | (ji 十 ji 十 ja) ,Cm))》. 

第 三 步 : 当 我 们 求 | 1 十 js 十 js 一 1),(m)) 的 态 矢 时 ,仿照 两 角 动 量 看 合 的 情 
形 , 我 们 要 求 与 (3. 3. 21) 式 正 交 且 又 是 由 那些 直 积 的 态 矢 重新 组 合 起 来 的 新 态 矢 
以 得 到 | (ji 十 jz 十 j3 一 1 ,C1 十 jz 十 js 一 1)) 时 ,会 发 现存 在 三 种 选择 


E 7 于 1 1» ] 利 》 7 二 1 》 = 1 | 7 7 》 1 种 1 7 让 》 
上 Py 下 1» 一 :ee Ta a 1 


a | jj | jarjs? | j39f3 — 1 — 元 二 | 7 O11 | jorjs? | js ,13) 

(3. 3, 22) 

即 这 里 出 现 了 两 个 独立 角 动 量 硝 全 时 设 有 出 现 过 的 不 确定 性 . 为 什么 会 有 这 样 的 
任意 性 呢 ? 问题 的 根源 在 于 下 面 要 谈 到 的 不 同 的 耦合 途径 . 

tb) 耦合 的 不 同 途径 一 一 不 同 的 表象 . 上 面谈 到 在 构造 态 矢 | (ji 十 ji; 十 j; 一 

1),( 记 十 js 十 js 一 1)) 时 出 现 了 三 种 可 能 性 , 实际 上 ,这 三 种 可 能 性 都 是 合理 的 .可 
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行 的 ,而 且 可 以 清楚 看 出 这 三 种 选择 的 态 矢 表 示 是 不 一 样 的 . 因此 ,由 它们 出 发 构 
造 出 来 的 | (六 十 产 十 太一 1) ,Cm)) 也 就 不 一 样 了 ,由 此 类 推 , 接 下 去 的 | (ji 十 js 十 j 
一 2),(m)) 也 会 不 相同 . 于 是 ,在 三 个 角 动 量 耦 台 时 会 出 现 用 三 个 独立 角 动 量 的 态 
矢 直 积 的 不 同 组 合 方式 来 表示 的 总 角 动 量 态 矢 , 这 就 是 同一 总 角 动 量 的 态 矢 在 不 
同 表象 中 的 不 同 表示 . 
这 种 不 同 表 象 产生 的 根源 实际 上 是 对 应 于 三 个 独立 角 动 量 耦 台 成 一 个 总 角 动 
基 时 的 三 种 不 同 途 径 ,这 三 种 途径 表述 如 下 
外 ja 先 看 合成 疡 十 产 = ji 再 与 j; 看 合成 ji; 十 记 =J 
j; ,js 先 耦合 成 产 十 六 ja 再 与 广 耦合 成 疡 。 十 所 = J 
js ,ji 先 灿 合 成 j; 十 广 = 二 ja 再 与 j; 类 合成 ja 十 j; 二 J 
这 三 种 不 同 的 途径 实际 上 就 对 应 着 (3. 3. 22) 式 中 的 三 种 选择 性 . 明白 了 这 个 道理 
后 ,余下 的 步骤 不 过 就 是 选择 一 个 途径 然后 按 两 角 动 量 耦 台 时 的 相同 步骤 作 下 去 
就 可 以 了 ,不 同 的 只 是 作 了 第 一 次 耦合 后 还 要 再 作 一 次 耦合 . 附带 要 说 明 一 点 , 尽 
管 从 原则 上 讲 三 种 耦合 途径 是 完全 平权 的 ,但 在 具体 问题 中 还 是 有 依 问题 的 不 同 
而 选择 某 个 途径 对 解 问题 更 为 有 利 的 情形 . 
(ce) 三 种 表象 的 等 价 性 . 虽然 有 三 种 途径 来 表示 三 个 角 动 量 的 耦 台 , 即 可 在 三 
种 不 同 的 表象 中 来 表述 总 角 动 量 的 态 矢 ,但 实际 上 总 角 动 量 的 态 矢 应 当 是 唯一 确 
定 的 ,因此 我 们 需要 选 两 种 耦合 方式 为 例 来 说 明 三 种 表象 的 等 价 性 . 不 失 一 般 性 ， 
假定 方 伍 关 全 六 ,这 样 我 们 可 以 将 它们 写成 
站 一 太 十 中 十 驴 a = jj 二 Qj 
(iD 广 ,六 先 合成 ,然后 与 js 合成 : 按 前 面 的 二 角 动 量 耦合 的 讨论 可 知 , 疡 合 
成 后 的 jz 取 值 如 下 
2 十 已 十 2Q,2 十 P 十 和 9O 一 1 (3. 3. 23) 


然后 再 将 ji 与 j; 合成 ,合成 后 的 取 值 情况 如 下 ， 
如 了 二 js , 则 合成 后 的 总 角 动 量 ,为 
313 二 P20 Pj (3.3; 24) 
如 广 汪 P, 首 先 需 要 把 (3. 3. 23) 式 的 取 值 情况 写 得 稍为 详细 一 点 以 便于 讨论 , 这 时 
的 jj 和 js 合成 ,如 让 ,js 中 的 一 个 是 整数 角 动 量 ,一 个 是 半 整 数 角 动量 时 , 则 放 ， 
详细 一 点 写 出 为 


fis = 273 二 P2273 PT 1,…,js 二 ee 


EN 
了 了 了 

(3. 3. 25) 
如 jz 与 js 同 是 整数 角 动量 或 同 是 半 整 数 时 , 则 ji 详细 一 点 写 出 为 
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J es 2j3 十 20) ,273 十 P+ 总 一 ] ye ja "3 和 ls,P {3,3. 26) 
则 合成 为 7 时 最 大 的 仍 为 3j; 十 P 十 2Q, 而 最 小 的 在 (3. 3. 25) 式 的 情形 下 是 js 十 
地 ,和 js 相差 为 二 .在 (3. 3. 26) 式 的 情形 下 产 与 六 的 相差 为 0, 因此 最 后 合成 的 j 为 


j = 3js 十 P 十 2Q,…,0( 或 去 ) (3. 3. 27) 


(iD 风 ,Js 先 合成 ,然后 再 与 1 合成 


sh 合成 后 jw = 273 十 Qi12j3 十 QQ 一 11QQ@ (3. 3, 28) 
然后 将 J 与 帮 i 合成 
如 Pj; , 则 站 一 万 十 了 十 外 半 27 十 息 
因此 合成 的 最 大 值 为 


3 十 P+Q+2 二 Q= 3j 二 P+2Q 
2 十 Q 与 六 合成 的 最 小 值 为 
js+P+oQ— (2js + 0) 一 了 一 为 
故 合成 的 j 的 取 值 为 
3j3 十 上 十 cl 3j5 十 上 十 和 一 1 一 太 (3. 3, 29) 

和 前 面 的 结果 (3. 3. 24) 式 一 致 

如 广 二 卫 ,; 则 213 十 鳃 万 十 了 十 和 @ 一 广 

把 js 的 取 值 写 得 更 详细 一 点 为 

jn 二 2 二 十 Qs2js 十 Q 一 l,js 十 P 十 Q( 或 训 十 P 十 Q 十 方 )，…,Q 


因此 合成 的 最 大 取 值 为 
而 合成 的 最 小 值 为 
1 


证 P+Q( 或 +PtQ+ 却 ) 一 Gs 十 P+Q)==0( 或 冯 ) (3. 3. 30) 


也 和 前 面 的 (3. 3. 27) 式 j 的 取 值 一 致 . 这 个 总 角 动 量 的 取 值 情况 不 因 耦 人 台 的 顺序 
不 同 而 不 同 的 结论 正 是 我 们 所 预期 的 , 


3.4 高 角 动 量 算 符 的 矩阵 表示 


在 上 节 中 我 们 讨论 了 角 动 量 的 玻 色 化 ,借助 Schwinger 的 振子 理论 使 得 角 动 
量 耦 合 的 运算 图 像 更 清晰 .具体 ,而 且 推 广 到 多 个 角 动 量 的 合成 也 是 直接 的 . 随 着 
理论 与 实验 的 发 展 ,高 角 动 量 系统 会 经 常 遇 到 ,例如 囚禁 阱 中 的 多 个 带 有 自 旋 的 多 
粒子 体系 ,因此 常 需 要 使 用 高 角 动量 算 符 的 矩阵 表示 . 在 这 一 节 中 我 们 仍然 利用 
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Schwinger 的 振子 理论 来 导出 任意 的 角 动 量 算 符 的 普遍 表示 . 
3.4.1 角 动 量 算 符 的 矩阵 表示 


(a) 把 前 面 已 经 讨论 过 的 角 动 量 算 符 和 玻 色 子 算 符 以 及 角 动 量 本 征 态 矢 和 玻 
色 子 的 本 征 态 矢 间 的 关系 重新 表示 如 下 


2 六 (at pbta) 


了 人 十 用 
人 (3. 4. 1) 
= 于 (dl 十 证 区 
im 一 | 和 一 十 而 证 一 了 一 丙 》 
tb) 把 总 角 动 量 为 j 的 所 有 不 同 z 分 量 的 本 征 态 矢 写 成 一 个 一 列 的 行列 式 
| 了 
| 了 一 1 
| jem (3, 4, 2) 
| j; 一 j 十 1》 
ij: 一 入 
(c) 让 的 矩阵 表示 ;将 六 作用 到 (3. 4. 2) 的 一 个 矩阵 元 上 ,有 
太 | jn) = > pC CE 一 本 六 | n= ;mn = 1 — my 
= 去 十 砚 一 j 十 mm)| na 一 了 十 加 你 = j 一 1m) 
= Ym|n =j+mm = j—m) 
= Ym |j,m) 《3. 4. 3) 
因此 j. 算 符 的 矩阵 表示 为 对 角 和 矩阵 
J 
7 一 1 
fj. = ， (3. 4. 4) 


一 /十 1 
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(d) j, 的 矩阵 表示 :将 六 作用 到 (3. 4. 2) 的 一 个 矩阵 元 上 ,有 


| jsm) = 3 1 《er b—b a)| n= jm = 7 —m) 


m=—) 2 


是 
| 冯 VOTFmIFD Om) [n=j+mti+lm = j—m—1) 


m=—} 


i 
+ DD VIOTmOmt) |m=jt+m—lm =j—m+1) 


m=——jtl 


j=1 
= 5 到 VOTm+ 1 —m) | jm+1) 


m=—j 


i 
4 总 my mT | jm—1) 


m=—j+l 


(3. 4. 5) 


g 2 
v2i 0 
2 2 
at27— 1) 0 3(27— 2) 


:i 3(27 — 2) 
Js 9 0 

a wv 2(27— 1) 
: 2 


2027—1) 0 a 
v2 0 
2 
(3. 4,.6) 


(e) j, 的 矩阵 表示 : 
将 六 作用 到 (3. 4. 2) 的 一 个 矩阵 元 上 ,有 


jm= DD paar bD)|n, =ij++mm = 7— tm 


| 


下 
一 2 VUGTmG—mtD) lw =j+m— I YY mT 


mr 二 一 / 汗 ] 2 


ji ， 
一 pp 本 Om 二 DG —m) | =j 二 mlrm =j—m— 1) 


=—} 
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jl 
一 > vm —m+1) |jm—1» 


天 一 一 上 2 
y 也 Om DO —m) | jvmt+1? C3, 4.7) 
m=—j+1 
因此 j, 算 符 的 矩阵 表示 如 下 ， 
0 = 


iv2ai 0 iv 
3 2 


iy2 DD 0 iy 
2 
i TREE 
ds 网 
—i v2(2)—1) 
2 
LE 一 1 0 -i 
iv 本 本 
2 
《3. 4, 8) 
3.4.2 案例 /一 了 
V5 
0 2 
5 8 
2 0 3? 
8 0 
2 2 
j= (3. 4.9) 
Y9 .0 台 
2 2 
8 0 下 
2 2 


a Td 
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—iy5 

一 和 
iy5 0 一 iy8 
2 2 
iv8 0 —1y9 
也 2 
fs = C3. 4. 10) 
iv9 0 —iv8 
2 2 
ivV8 一 iv 
2 0 2 
iy3 
7 0 
3 
也 
3 
2 
1 
2 
fe = ] 《3. 4. 11) 
站 
2 
5 


3 
最 后 指出 一 点 ,不 论 j,,j,，j: 用 的 一 般 矩 阵 表 示 (3. 4. 4),(3, 4. 6), (3, 4. 8) 式 或 者 
是 例子 的 (3. 4. 9),(3. 4. 10), (3. 4. 11) 式 ,都 能 直接 证 明 它们 的 确 满足 基本 对 易 式 


[jd]= Rh (3. 4. 12) 
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在 第 1 章 中 我 们 谈 到 ,由 于 量子 理论 中 物理 系统 的 时 间 演 化 不 具有 轨道 的 概 
念 ,与 经 典 粒 子 沿 确 定 的 轨道 运动 之 间 存 在 本 质 的 差别 ,从 而 引起 了 对 于 对 应 原理 
的 质疑 ,当时 曾 提 到 这 一 疑难 将 在 路 径 积 分 一 章 中 予以 详细 解答 . 男 一 方面 ,物理 
系统 的 动力 学 演化 问题 是 物理 学 的 中 心 谋 题 . 在 量子 力学 教程 中 ,对 一 些 物 理 系 统 
需 按 其 特定 的 哈密 顿 量 形式 寻找 恰当 的 数学 方法 去 求解 薛 定 刘 方 程 ,但 能 严格 求 
解 的 例子 并 不 多 , 于 是 人 们 目 然 会 提出 这 样 的 思想 ,能 香 把 理论 转换 成 一 个 适用 于 
求解 不 同性 质 物 理 系统 的 动力 学 问题 的 统一 形式 ? 即使 对 大 多 数 的 物理 系统 而 
言 , 这 种 统一 的 方法 也 许 不 能 给 出 严格 的 解 ,但 它 也 能 对 不 同 的 物理 系统 给 出 近似 
解 的 统一 方法 来 , 这 就 是 本 章 要 讨论 的 动力 学 路 径 积 分 形式 的 目的 , 这 一 理论 形式 
的 中 心思 想 是 传播 子 的 概念 . 


41 传播 于 


4.1.1 基本 概念 
动力 学 的 中 心 问题 是 讨论 物理 系统 随时 间 的 变化 规律 .用 薛 定 订 图 像 来 描述 
就 是 要 求 出 物理 系统 的 态 矢 | y(t)) 如 何 随时 间 变 化 . 如 前 一 个 时 刻 忆 时 系统 的 态 


所 是 |w(1)), 稍 后 的 时 蓝 t 时 是 | wD)), 则 两 者 显然 可 由 一 个 算 符 UGC, 站 联系 
起 来 , 


UG) | AD) =| gl)) &. 
U(z ,7 ) 称 作 系统 的 时 间 演 化 算 符 , 它 满足 如 下 的 初始 条 件 
UG,t) = 1 C4, 1. 2) 
因此 动力 学 问题 可 以 转化 为 求 演化 算 符 U(t,z). 利用 薛 定 刘 方程 (一 1) 
下 | wwD) = H | yon)) (4. 1. 3) 


立即 可 得 |y(t))=0(1)exp( 一 iHt) |y(0)) ,因此 有 


U(t,0) = ODexp(— iHt) (4. 1.4) 
其 中 
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0 = ee (4. 1.5) 
0 过 0 
现在 讨论 自由 粒子 的 演化 算 符 在 位 置 空间 中 的 矩阵 元 
De (rtsro0) = x | Um,0) | xo) (C4. 1. 6) 


将 (4.1.4) 式 代入 (4.1.6) 式 中 并 考虑 到 自由 粒子 的 哈密 顿 量 为 H, = 也 ,得 
DP (rtsro 0)= {zx | ei | zo YO(2) 


=00D | gp(z | py(p le | zo) 
—o00 二 天 

[| 本 
一 bo | Pz | p> | Ei (p | zo0) 


一 ar) dp Win Ee 
一 2 


Eri— 1 Ye 
= O(1) ft em (4. 1.7) 
lt 


我 们 把 Dr 叫做 “传播 子 上 式 的 DF" 就 是 目 由 粒子 的 传播 子 , 它 的 物理 意义 是 
一 0 时 粒子 居于 zo 到 上 时 粒子 居于 z 处 的 几率 幅 , 因 为 如 上 二 0 时 粒子 居于 zo， 则 
‘x | 0 = plr0) = 人工 一 2 (4, 1. 8) 
记 + 上 时刻 粒子 的 波 图 数 为 内 zt ,有 
br) = (x | HA) 


= (zx | UG,0) | g(0)) 
=|(z 1 U0 | zz’ | yc0) dr’ 


一 |Deczrasz’, Dy’ ,0 de 


a |Prceaz OCs -本 

= De(rxrtyxo 0) (4. 1.9) 
上 式 左 方 的 由 z 蕊 正 是 粒子 在 上 时 刻 处 于 z 的 几率 幅 . 
4.1.2 传播 子 的 路 径 积 分 表示 


把 传播 子 写 得 更 对 称 一 点 
DeCxprtryrint) 一 BE — tr | EM | x) (4. 1. 10) 
它 是 4 时 粒子 居于 zz 而 ti 时 居于 zy 的 几率 幅 ( 波 函数 ), 现在 把 时 间 t/ 一 1; 分 成 
n 格 
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= 一 二 (4.1.11) 
并 在 ma 一 1 个 中 间 的 格 点 处 (t= 十 ie) 插 入 
1=| dzr|z)(z| (4. 1. 12) 


在 格 点 数 n-=oo, 即 e->0 时 
《2 | eH | z= (am | es (1Ven)) | zi ) 

= EOD (zr | 5 志 | x ) + OCe’) (4, 1. 13) 
上 面 第 二 等 式 的 近似 相等 源 自 将 e*( 乞 1"”) 分 开 成 e- 认 ea 时差 了 一 个 对 易 
式 [e 三 :eV(z) |~e* 以 及 更 高 的 e 的 睾 次 . 当 e “0 时 便 可 略 去 0(e? 的 项 . 现在 再 
在 (zle- 密 |z 1) 中 插入 

1=| 路 1 六 | 
并 重复 (4. 1. 7) 式 的 计算 得 


(zi | | zx) = De 中 (4. 1. 14) 


将 (4. 1. 14) 式 代 人 (4. 1. 13) 式 中 并 取 极 限 e->0(n 一 c=), 有 


Derlzrrstry; si ) 一 lim ( 三 dz .dziei [ns we] 
rd (4. 1. 15) 
最 后 一 个 等 式 中 两 个 符号 的 意义 分 别 是 : 
C8) |p[zo] 表示 lim (二 a ) dx, 1…dzxi 这 样 的 路 径 积分 . 


(b) 再 看 (4.1. a ED 一 eV(zi) ] ,其 中 的 六 是 


粒子 在 t 十 ls 时 的 位 置 . rz 是 粒子 在 右 十 以 一 1)e 时 的 位 置 . es 一 AL 所 以 在 上 一 
Ai 一 0 时 , 它 在 形式 上 可 以 看 做 
EE Cx(t MN) — zt (AnDY 
2h1 


-| 至 ( 乱 ) -ve] 
因此 (4. 1. 15) 式 中 的 被 积 图 数 可 以 形式 地 看 做 


lime 凡 [mwew] ~ exp|i| "dt| 全 (2) —V(z(0)) | |= Elst] 


一 ACE + LA2) ) | 
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最 后 一 个 恒等式 是 缩 记 形 式 , 即 形式 上 和 一 个 经 典 粒子 的 作用 量 相同 ,但 是 要 强调 
的 是 这 种 相同 只 是 形式 的 , 荆 不 是 真正 意义 上 的 粒子 轨道 上 的 速度 ,因为 这 里 的 
zr-1 与 fi 实际 上 都 是 从 一 c 变 化 到 ce 的 积分 变量 ,而 不 是 粒子 在 一 条 确定 轨道 上 
的 位 置 ， 

尽管 上 面 强调 了 在 (4. 1. 15) 式 中 写 出 SLz(z)j] 的 形式 上 的 意义 ,但 有 了 这 样 
的 表示 形式 便 可 在 这 里 讲 一 下 量子 到 经 典 理 论 的 过 渡 问 题 , 在 量子 理论 一 开始 时 
虽然 一 再 强调 粒子 没有 轨道 的 概念 ,但 在 现在 的 路 径 积分 的 形式 下 可 以 设想 为 粒 
子 从 (zi 到 (tryz 站 是 沿 如 图 4. 1 所 示 经 过 无 数 多 条 的 轨道 到 达 的 ,而 每 条 轨道 
具有 一 个 相应 的 相 因子 es*]， 


图 4.1 


(a) 在 无 穷 多 条 路 径 中 考虑 一 根 确 定 的 路 径 , 它 和 它 所 在 的 邻 域内 的 其 他 路 
径 都 有 相应 的 相 因子 . 如 果 这 些 相 因 子 相 差 较 大 且 是 无 规 的 , 则 邻 域内 的 所 有 路 径 
的 贡献 之 和 就 会 相互 抵消 . 

(b) 在 这 些 路 径 中 有 一 些 是 极 值 路 径 , 其 特点 是 在 它 的 邻 域内 各 种 路 径 的 相 
因子 变化 小 . 于 是 这 些 路 径 之 和 对 几率 有 显著 的 贡献 . 

(c) 当 粒 于 从 微观 大 小 转变 为 宏观 大 小 时 不 仅 那 些 极 值 路 径 的 贡献 越 来 越 
大 ,而 且 只 有 一 条 路 径 具 有 压倒 性 的 贡献 ,其 余 的 路 径 贡 献 都 趋 于 零 , 这 时 量子 理 
论 就 过 渡 到 了 经 典 理论 . 


4. 1.3 频率 空间 表示 


演化 算 符 经 常 是 用 频率 空间 的 表示 更 为 方便 ,即将 其 时 间 变 量 作 一 傅 里 叶 变 
换 到 频率 空间 中 去 . 作为 下 面 讨 论 的 准备 , 先 考虑 如 下 的 积分 


到 [ee] dw a i 
Ia =| ew 一 一 一 (4.1. 16) 
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由 于 被 积 函数 中 包含 e “这 个 因子 ,所 以 (a) 在 过 
0 时 ,可 以 如 图 4.2 在 实数 轴 加 上 一 个 在 平面 下 
部 的 半圆 构成 积分 回路 . 积分 回路 包含 (4. 1. 16) 式 
中 积分 核 的 极点 a 一 证, (b)t<0 时 , 则 由 实数 轴 加 一 ~ 


上 ur 一 平面 上 部 的 半圆 构成 回路 . 这 时 回路 中 没 a 
有 极点 ,因此 回路 积分 为 零 . 按 复数 积分 的 留 数 定 。、、 有 
理应 有 he 

I(a) = ODe™ (4. 1. 17) 图 4.2 
现在 可 以 利用 上 面 得 到 的 (4. 1. 16) 和 (4. 1. 17) 式 
将 自由 粒子 的 演化 算 符 写成 

Uto (1,0)= Oe 
_ [ff”” 燥 -us (4. 1. 18) 


-2x A,+ie 


人 们 也 许 会 问 , 从 (4. 1. 17) 式 到 (4. 1. 18) 式 是 把 数 a 换 成 了 算 符 互 , ,这样 做 能 行 
吗 ? 由 于 一 个 是 数 的 等 式 一 个 是 算 符 式 ,这 种 做 法 似乎 是 有 问题 的 ,不 过 不 要 忘记 


算 符 等 式 只 有 在 作用 于 态 尔 上 时 才 有 意义 . 将 任何 态 和 用 H, 的 本 征 态 矢 展开 并 
用 (4. 1. 18) 式 作用 于 其 上 时 H 就 转化 成 它 的 本 征 值 . 这 时 (4. 1. 18) 式 就 和 


(4, 1. 17) 式 等 同 了 ,所 以 这 样 的 代 换 是 可 行 的 . (4. 1. 18) 式 就 是 UY (C0,0) 到 UC(w) 
的 变换 , 即 


Cro (rz,0) = | 5 i (0) (4. 1. 19a) 
~ 
Um) (4. 1. 19b) 
[7 H; 十 lg 
下 面 分 别 讨论 频率 空间 的 演化 算 符 U'" (w) 在 动量 空间 及 位 形 空间 中 的 矩阵 元 . 
(2) (pp ] UD) | p= pp | — | 
Li 万 ， 牛 ie 
= (p|— oO— | p') 
一 全 十 过 
一 ‘plp) 
_ 丰 |， 
tel drm le 
~ Bad(p—#) 二 一 汪 一 (4. 1. 20) 
硬 一 pr 十 在 
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《by (xz | U'™ (w) = 人 ed pa ht 
一 世上 十 ie 
加 = | 
| By 一 于 -六 
=|- per 一 一 (4. 1. 21) 
5 
2 
引 | 人 po 
加 = mw (4. 1. 22) 
则 有 
‘ZT | LY Cw) | z=| dp it(m= } E 
wm 一 万 -十 ie 
2 


i 

(p— po —ie)(pt po ie) 

这 时 可 仿照 前 面 的 讨论 . (1)z 一 zx 二 0 时 在 户 面 上 由 实数 轴 加 一 个 上 部 的 半圆 构 
成 一 个 回路 ,其 中 包含 极点 po 十 运 , 故 有 


yen) 二 — 27mi 1s ih 
‘xz |U® (ww) | x )= 2mi Br ee 


一 于 e( 人 9) (4. 1. 23) 


po 
(2) zx 一 x <0 时 ,在 户 面 上 由 实数 轴 加 一 个 下 部 的 半圆 构成 回路 ,回路 中 包含 极 
点 一 po 一 证 ,类 似 地 得 到 


(rz | Uw) | zy = -if (ea) (4. 1. 24) 
[0 
于 是 可 将 (4. 1. 23) 和 (4. 1. 24) 式 合 写成 
(x | UM | zy) = me a (4. 1. 25) 
章 


4.2 非 自 由 粒子 的 传播 子 


4.2.1 非 自 由 粒子 传播 子 的 近似 解法 
前 面 讨论 了 自由 粒子 的 传播 子 ,现在 讨论 受到 势 作用 的 非 自 由 粒子 的 情况 . 这 
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时 演化 算 符 为 
U0) = eth = eon (4.2. 1) 
相应 的 传播 子 为 
Dr kz tx10) = (x | Ee) | 7) (4. 2. 2) 
如 果 系 统 能 严格 解 出 定 态 方程 
Hlp)=E,|gp) (一 0,1,2…p) (4. 2. 3) 
则 传播 子 即 可 明显 表示 为 


Dre(r' tix:0)= DY (x | eit Ho tn | gp ) Cp | ZT) 
一 >, (x | Fue (pn | 


= DY p(T) op (Cr) es (4. 2. 4) 


利用 上 式 即 可 求 得 系统 在 任何 时 刻 t 的 波 函 数 . 将 开始 时 刻 的 波 函 数 y(tx;0) 按 
ptz) 展 开 
下 T0) 一 《 工 | (Ir:0)) 


= (| oo | dr,0)) 
= Ycpn (x) (4, 2, 5) 
其 中 | 
c= (ou | C210)) 一 | dapi (7)Y(z,0) (4. 2. 6) 
男 一 方面 利用 (4. 2. 4) 式 
Hz1D= | dz'De(ztsz’,0) gx,0) 


=| dz Dp C0)p: (ze mgr’,0) 


= > ycagpn (rT) Ee Es ‘4. 2.7) 


(a) 比较 (4. 2.5) 及 (4. 2.7) 式 可 知 ,在 已 知 已 ,gr( 工 ) 的 情况 下 ,只 要 把 ,0) 
按 p, (x) 展开, 则 系统 在 任意 时 刻 的 波 函 数 只 要 加 上 相应 的 e “因子 即 得 . 可 惜 的 
是 在 很 多 情形 下 不 能 严格 解 出 定 态 方程 来 ,所 以 党 要 寻求 一 种 系统 的 近似 求解 
方法 . 


(b) 讨论 VV 不 依赖 于 1 的 情形 . 类 似 于 自由 粒子 的 情形 ,在 这 种 情形 下 首先 作 
演化 算 符 的 博 里 叶 变换 ,沿用 得 到 (4. 1 18) 式 的 论证 方法 ,有 
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UG,0) = 0 ehoth 


其 中 KK(w) 为 


称 为 频率 空间 的 “完全 传播 子 ” 
为 了 下 面 的 讨论 ,要 用 到 以 下 的 算 符 公式 
UL 1, ls] 
A-B A A A AA A 


将 (4A 一 B) 左 乘 上 式 的 左 、 右 方 都 得 到 1 从 而 上 式 得 到 证 明 . 


利用 (4. 2. 10) 式 可 将 完全 传播 子 写 成 


Kyo= i 1_ 
ww— Ho—V+ 记 
(EE Ee 
wu 一 许 十 和 ww 一 忌 十 和 ww 一 让 十 和 
1] Fl vw 


= KY (w+ KO KY (ww) 


Ko VR WR y) 十 o 


其 中 
Ean = 
w— Ho 十 二 
是 前 面 的 (4. 1. 19b) 式 中 已 引入 的 “自由 传播 子 ”. 
4. 2.2 两 点 推论 


由 (4. 2. 11) 式 可 以 得 出 以 下 两 点 推论 . 
(a) 回 到 实时 的 演化 算 符 UGt,0) 有 
De,o0=| 和 -utR (wm) 


=| ew [KO +R® wR (w) + 


二 十 士 记 上 十 二 庄 二 和 二 十 -。 


oC— Bi w— FH 


(4. 2. 8) 


《4. 2 9) 


(4. 2, 10) 


(4,. 2, 11) 


(C4. 2. 12) 
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= Dm,0) — | dnD® Ct VU Cp ,0) 


十 (一 D2 | | dU Ct VO Cs VO C0 0) +» 


(4. 2. 13) 
其 中 


Um C1,0) = | ~ ge 一 人 (4. 2. 14) 


FE 


= 万 十 正 
为 了 说 明 (4. 2. 13) 式 的 第 三 等 式 是 如 何 得 到 的 ,以 其 中 的 第 二 项 为 例 来 加 以 说 明 
利用 公式 


ao 一 o) 一 | Bed (4. 2. 15) 
有 
| perK® (cw) (— iD 天翼 (rm) 
= | Ser RE 六 - a 
-ns tl 一 H, + Ie 二 大 十 下 
| 0ae 2 (一 ii 让 dw (Cw — 6w) - 
= ww— Ho i ey ww 一 Hy 十 运 
= ed 
一 c， 占 交 w— Hs, 十 运 Es -3 时 wy 一 万 , 十 让 
E Ey 下 = 
| Pe ES v) | ew 
—om 一 co aT 而 一 ,十 运 A w 一 Ho 十 运 
一 全 diU® C0) — WU ga ,0) 
| anv® (tC WU® 0 ,0) e423 
0 


最 后 一 个 等 式 将 所 的 积分 限 从 (一 ce,co) 换 写成 (0, 羽 是 因为 
Ti (站 = a 一 十 Jerinoera 
及 Un ,0)=0(4 em 


中 的 Ut 一 而) 和 8(t1) 限 制 了 的 取 值 范围 为 (0,7). 
(b) 由 (4.2.11) 及 (4. 2. 13) 式 可 求 出 系统 初始 态 为 | 店 , 终 态 为 | 让 的 几率 幅 


[| 习 ,| 让 是 Ho 的 能 量 本 征 态 ]. 
Amp ri(t)= {Ff | UGC,0) 17) 
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= = | 十 太 f| 
w— Hh te w— FH 
Sd ee pr 
一 上 十 下 一 口 o 十 部 一 后 十 下 
V | 六 生 …} 
w— H, 十 着 
ED dy i ey ] 
-这 呈 E my 六 十 二 一 区 i 
1 
4 BT IY— lV et } 
一 ij are (Bt 让 TT 
. | TT 1 er CE 
二 之 ey A A ree rd A ey hs | 
(二 , 2. 17) 


仿照 前 面 的 精神 ,在 :=0 时 即 可 在 四面 上 添加 下 大 半圆 变 成 回路 积分 并 应 用 留 数 
定理 ,上 式 最 终 可 写成 

Amprilt) = Be 可 + Re = (4.2.18) 
以 上 式 的 第 二 项 为 例 仔 细 说 明 如 何 由 (4. 2. 17) 式 得 到 (4. 2. 18) 式 


raw 13 AW 
2 色 一 下 /十 站 Ere 
-i ev (fF IYI 
(wO— Er ie) (wo— Et ie) 


= 让 "2D)|e™ EETEt+e™ (fFf |IVIi2 


1 
27 Er—E:+ie TE 
] 


一 BT —e™)f | V | 2 
在 上 面 的 推导 中 ,从 第 二 行 到 第 三 行 时 就 如 同 前 面 的 推导 一 样 ,在 w 面 上 加 上 下 


大 半圆 并 对 两 极点 w 二 Ej 一 ie 及 w 二 Ei 一 运 取 留 数 而 得 到 的 结果 . 
4.2.3 非 自由 粒子 传播 子 的 路 径 积 分 推导 


为 了 说 明 路 径 积 分 的 有 效 性 并 熟悉 它 的 技巧 ,现在 再 用 路 径 积分 的 方法 导出 
(4. 2. 13) 的 微 扰 展开 式 . 
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根据 前 面 已 导出 的 传播 子 , 即 演化 算 符 在 位 形 空间 中 的 矩阵 元 的 路 径 积 分 表 
示 (4. 1. 16) 式 ,有 


‘x | U0) | zz) 一 |DLzGoO]eseol 
一 .| 1 Fr : F 
= |precojexp| 这 [ bmi* Ge) 一 VCzGt)) |ar | 
= [DLzCJexpli | ar Bm | 
0 2 


[一 i danVczcoD) + 竟 (i gaveza)) + 


Cd. 2. 19) 
注意 在 路 径 积分 中 一 切 量 都 已 是 经 典 量 ,不 再 有 算 符 的 对 易 问 题 ,所 以 可 将 指数 上 
的 V 直接 展开 如 上 式 的 最 后 表示 式 , 以 下 分 别 讨 论 (4. 2. 19) 式 中 右 方 的 各 项 . 
ta) 第 一 项 


|p[zcD]exp (i a Bm))= (zx’ | UC,0) | xz) (4.2.20) 


就 是 (4. 1. 6) 式 中 已 讨论 过 的 自由 粒 于 演化 算 符 在 位 置 空间 中 的 矩阵 元 . 
(Cb) C4. 2.19) 式 中 第 二 项 的 从 (t=0,z) 一 (t,x ) 的 路 径 积分 分 成 两 段 
(fF = 0.7) — 【在 ,和 一 到 (fsx ) 
上 的 路 径 积 分 ,同时 对 x 从 一 oo 一 == 积 分 , 即 
二 和 ds, [ptzW Vr ))exp| | 了 dt | 


=—i|' dn Jax [DLzcn Jexp :| 上 CY de | VC) 
是 | 


|pEzco]exp|i。 


Et 
[| 


了 
Gdt | 


=—i| dn|axz [Dm | VO | Un ,0) | x) 


=—i| du (x | UD GRAIVUD C0) | x) (42. 21) 


(tc) 把 第 三 项 记 为 (A), 即 
与 | | dasvera DV(z(t)expli| de $m) )= (A) 
仿照 第 二 项 把 时 间 分 段 如 下 : 
当 所 二 右 , 时 间 划 分 为 
Ofzr) = ir) br) t(r) 
当 二 ts 时 ,时 间 划 分 为 


O17) — bo (7) = bh (1) 一 Er 
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于 是 (A) 分 成 两 项 ,并 按照 第 二 项 的 推演 可 将 其 写成 
i 2 | de | dn ar"| dr (x | Do cea) | VCO) 


.Ca | UO) | VO | UnmrtOy | zy 
+ 二 六 六 | ae | |ax Ja [US | VO) 


"ta | UD (rt,) V(r Dr | Lio (150) | zx} = (CA) (4. 2. 22) 

现在 仔细 看 一 下 (4. 2. 22) 式 中 的 两 项 . 
第 一 项 的 积分 区 是 正方 形 的 下 三 角 , 而 第 二 项 
的 积分 区 是 正方 形 的 上 三 角 ( 见 图 4. 3). 但 是 ,考虑 
到 把 &; 与 交换 一 下 ,两 项 正好 互 换 而 ,ts 都 是 
积分 变量 ,符号 改变 积分 应 当 不 变 , 可 见 两 项 是 相等 


的 . 把 两 项 合并 正好 消 掉 齐 因子 且 将 | dz | zz 


及 | dz” | zx”) (zx*” | 都 换 成 1, 即 得 到 (4. 2. 13) 式 的 第 
三 项 . 于 是 我 们 最 后 又 得 到 
‘x’ | UO,O0) | 2 一 (2 | [U2,0) -i| daDm (LV ODIUD (C1,0) 


(一 i | de | daDn (YUm C8, 0 VU Ca ,0) 


十 二 ] | 芭 》 (4. 2. 23) 
它 和 前 面 得 到 的 (4. 2. 13) 式 完全 相同 . 将 导出 (4. 2. 13) 式 的 两 种 方法 作 一 比较 ,可 
以 看 出 路 径 积分 更 为 简捷 . 


4.3 传播 子 是 薛 定 刘 方 程 的 格林 函数 


4.3.1 传播 子 是 格林 函数 的 证 明 
我 们 知道 ,能 量 本 征 态 矢 是 定 态 薛 定 请 方程 的 解 , 而 人 洁 时 薛 定 请 方程 的 解 是 物 
理 系 统 随 时 间 演 化 的 态 舌 wxY,b, 即 (一 1) 
(- 玉 +V(9 一 i 亿 jyccp =0 (4. 3. 1) 
可 以 证 明 传 播 子 De (xs ,ts ;x sti) 满足 如 下 的 方程 
(一 元 V+ Ve) —i 让 )Dr xs, pa 
一 一 认 Cks 一 大 全 [CE 一 看 ) 


《4. 3. 2) 
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其 中 V， , 荡 表 示 对 xs 及 的 微 商 . 这 即 是 说 传播 子 是 含 时 莅 定 户 方 程 的 格林 函 


数 , 证 明 如 下 . 
从 前 面 讨论 的 (4. 2. 4) 式 已 知 ,如 定 态 方程 


Vv’ 
(一 区 十 VC )p x) = Epa(x) (4. 3. 3) 
的 解 已 知 ,传播 子 可 表示 为 
po) Ce 0 th 
站 PE sta y Xl si | 可 (4. 3. 4) 
0 ts < £ 


因此 , 当 t 守 4 时 ,(4. 3.2) 式 的 左 端 为 
(一 训 帮 Hea) 一 过] Dp x) gp Ce 


= 3 (Vt VG pg Ces ) 


十 Dyn (x2) gp Cx) (一 i ees) 
= 一 pp CE. 一 申 ， jn (Xa 人 (XI Ye Et 一 昨 


(4. 3. 2) 式 为 右 映 的 8 一 六) 一 0, 故 (4. 3.2) 式 成 立 . 

当 记 一 二 时 , (4. 3. 2) 式 的 左 端 因 Dr 为 零 而 为 零 , 右 端 这 时 8 一 右 ) 一 0, 故 
(4. 3. 2) 式 也 成 立 . 

下 面 考 察 在 ts 二 及 其 邻 域 处 (4. 3. 2) 式 是 否 成 立 , 这 时 (4. 3. 2) 式 右 方 的 
8(bs 一刀) 将 起 作用 . 根据 8 函数 的 性 质 ,准确 地 讲 应 当 根 据 (4. 3. 2) 式 的 两 方 在 
hi 一 e 所 ts 过 1 十 el(e->0) 小 范围 内 的 积分 是 否 相 等 来 判断 (4. 3. 2) 式 成 立 与 否 . 

先 看 (4. 3.2) 式 的 右 方 ; 


lim — | “hn — wy — he 
Fi 下 
再 看 (4. 3. 2) 式 的 左 方 ， 


vi a | 
2 t+ Vr) oi 3 |Dr Cresta sx ah) 


im | ”de (一 


La 


剖 
a lim| 2 (一 于 + Vrs) } Dr(m em sh) —iDe (xash +esxi,h) 
下 2m 


十 iDet x stl ESXi ) | 


=— iDp (Xs ot 3X +t1) 


最 后 一 个 等 式 的 得 来 是 由 于 es 一 0 时 第 一 项 的 积分 等 于 被 积 函 数 乘 积分 长 度 2e. 
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se 一 0 时 , 它 为 0. 第 三 项 中 1=4 一 e<ti; 故 为 0. 因此 ,只 剩 下 第 二 项 . 
进一步 地 ,有 
—iDp (x tiyn sd) =— i ga x) (0) =—WW xO— ni) 
至 此 证 明了 在 所 有 的 情形 下 (4. 3.2) 式 都 成 立 . 
得 到 传播 子 是 其 定 坦 方程 的 格林 函数 以 后 ,可 以 证 明 物 理 系 统 的 传播 子 与 自 
由 粒子 的 传播 子 之 间 有 如 下 的 关系 
Dp (xa sty yx tt) =DE (Ro ta s Xi st ) 


外 i [az 1 本 志 


(4. 3.5) 
或 
De(s sts yx ty =D (xa fa $x ti) 
i | dz pp (Ka rto yx ts NV x De (xa ty sx sd) 
(4. 3. 6) 
证 明 过 程 如 下 . 为 方便 起 见 , 把 (4. 3. 5) 式 改写 成 如 下 形式 
Di CXa ota sxX1 st = De sts yi) 


= 和 da 4 De Cs Fa sa sks VE Dr (x sta yg EX vti) 


为 了 证 明 上 式 成 立 ,用 (一 闻 , 一 i -& ) 作 用 于 上 式 两 计 


作用 于 左 端 时 有 
2 
全 Bn DP (ar 和) =— (x x (ns C1) 
作用 于 右 端 有 
Wa | 下 De 
( Dr 如)DreGe esmsa) 十 让 | Br 1 ) 
De (xo sto sy Kar ta DV xs) De (xs sta sx sti) 
Ve ， 
= (一 织 一 i 纺 )DrCeyesmyoD) 十 让 中 mda[ 一 这 Go 一 是 ) 
* B12 — ta) VCOxa) De (rs sty sx tdi) 
Vs 


(- i 2 ) DrCx sto yd) + VCOxs ) De Cro sto sx +t1) 


一 一 ji 合 【2 — KO — ta) 


上 面 最 后 一 个 等 式 用 到 了 (4. 3. 2) 式 . 根据 (4. 3. 2) 式 ,比较 得 到 的 用 ( 一 下 一 i 己 ) 作 
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用 于 (4. 3.6) 式 左 , 右 方 的 结果 ,发 现 它们 相等 ,从 而 证 明了 (4. 3. 5) 式 或 (4. 3. 6) 式 
成 立 . 


4.3.2 小 结 


一 个 物理 系统 在 外 势 作 用 下 随时 间 的 演化 规律 可 以 用 系统 随时 间 变 化 的 波 函 
数 来 描述 ,也 可 以 用 传播 子 来 等 价 地 描述 . 严格 求解 出 传播 子 通常 难以 做 到 ,因此 
需要 发 展 出 一 种 有 效 的 微 扰 展开 方法 . 前 面 得 到 的 (4. 2. 13), (4, 2. 23) 以 及 
(4. 3. 6) 式 ,其 实 都 是 等 价 的 微 扰 展开 的 不 同 表述 方法 ,都 是 利用 已 知 的 自由 传播 
子 和 给 定 的 外 势 来 展开 到 无 穷 阶 , 实 际 应 用 时 在 一 定 的 近似 程度 下 取 到 有 限 阶 . 尽 
管 这 种 微 扰 理论 是 一 个 系统 的 形式 比较 完美 的 理论 ,但 它 仍 存在 不 适用 于 强 外 势 
情形 的 局 限 性 . 


4.4 大 it 极 限 情形 的 虚 时 延 拓 和 生成 泛 函 


上 节 末 提 到 本 章 的 中 心 是 用 传播 子 表 述 的 微 扰 论 替代 传统 的 量子 力学 微 扰 
论 , 它 的 优点 可 概述 如 下 :中 形式 上 是 统一 的 ,不 会 因为 物理 系统 不 同 而 不 同 ;名 由 
下 面 的 大 时 间 间 隔 的 虚 时 延 拓 可 看 出 在 它 基 础 上 还 可 以 发 展 一 些 技 巧 来 帮助 求 
解 ; 急 这 种 传播 子 的 描述 方式 可 以 自然 地 过 渡 到 相对 论 性 量子 理论 一 一 量子 场 论 . 


4.4.1 虚 时 延 拓 
由 前 面 的 讨论 知道 ,如 系统 的 本 征 值 系 {E,} 及 本 征 波 钞 数 系 igp,(7z)1 已 知 , 则 
传播 子 可 表示 为 
DPKze starrit) = 2 prep Cn) Sn (4. 4. 1) 
如 果 在 问题 中 考虑 大 的 时 间 间 隔 一 人 写 1 的 情形 , 则 可 在 讨论 的 中 间 过 程 中 将 时 


间 延 拓 到 虚 时 会 市 来 不 少 的 简便 . 当然 在 中 则 计算 过 程 完毕 后 仍 需 要 再 返回 到 实 
时 . 在 中 间 过 程 中 作 如 下 的 虚 时 延 拓 


Es 一 一 i 方 汪 i 


2 
工 次 1] (44. 4, 2) 
这 时 由 (4. 4. 1) 式 得 
Dr (x:， 一 i 训 Hz 二)= pn Tp Cr JE ET 
由 于 E, 记 Es(n 冯 0) ,所 以 在 虚 时 延 拓 以 后 有 


Dr (xz: Bt 了 :171 了 je gn (Ts ) po (II J)e mT ote nT)y (4. 4. 3) 
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由 上 面 的 近似 表示 便 可 以 预见 延 拓 以 后 为 什么 会 简便 许多 ， 
4. 4.2 生成 泛 函 


下 面 引 人 生成 证 函 的 概念 , 它 在 后 面 讨论 散射 问题 时 将 会 用 到 , 从 这 里 再 一 次 
看 到 传播 子 的 方法 贯穿 了 量子 理论 的 各 个 方面 . 
我 们 先 从 经 典 理论 来 人 手 . 一 个 一 维 量 子 系统 对 应 的 经 典 系统 的 运动 方程 为 


mr 
dr: dr 
现在 考虑 在 该 系统 的 经 典 方程 中 原 有 的 力 外 ,再 加 上 一 个 在 某 一 时 间 间 隔 内 
的 外 源 项 ,使 其 运动 方程 改变 成 为 
me dr) -in (4. 4. 4) 
“de dr  ， 
其 中 j() 在 时 间 的 两 端点 ti ,ti 处 为 零 . 这 时 它 的 经 典 作用 量 为 
a | {mee) 十 VCz) + z(t) iCD | (4. 4. 5) 


将 这 一 经 典 对 应 的 量子 系统 的 传播 子 加 一 上 标 j ,表示 它 是 有 外 源 项 的 传播 子 . 由 
于 前 面 的 讨论 已 经 得 到 这 样 的 结论 , 即 量 子 系统 的 传播 子 的 路 径 积 分 表示 中 被 积 
函数 指数 上 的 函数 形式 就 是 相应 的 经 典 理论 的 作用 量 , 所 以 量子 系统 的 传播 子 
DF: ,按照 (4. 4. 5) 式 , 即 可 写 为 


Detlrestrsristi) = | Dz Jexp[i | dz [区 二 Vr) ri() ) | 


(4. 4. 6) 
在 此 基础 上 定义 生成 泛 函 如 下 
,1 | 
WLj(2)] ~ DE (zrrFizi (4.4.7) 
Tp 

生成 泛 函 具有 以 下 重要 的 等 式 

1 和 $$ | 了 

(— 1) TE A | jo 

I 
= lim| DLz() zr) (a exp [i| sd (Ge +VOD)]| 
= limtserd | Tirth Y(t)) | 2 —) (4. 4. 8) 
ser 2 


其 中 TCzti)…z(81)) 叫 编 时 算 符 , 它 的 定义 是 将 其 中 的 算 符 按 它 的 时 间 顺 序 由 
右 排 列 到 左 . 例如 ,对 会 两 个 算 符 的 工 算 符 有 

TOA(1) BCD) = ts — HAC) BOG) + On — tI) Bn DAG) (4. 4.9) 
(4. 4. 8) 式 的 第 一 等 式 直 接 可 以 看 出 . 只 需 证 明 第 二 等 式 ， 
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(a) 假定 这 一 系列 时 刻 已 按 顺 序 排列 , 即 1 过 二 ts 二 … 二 4 二 ty, 这 时 按 编 时 
算 符 的 性 质 有 
《区 PE | TOrtti ortt,)) | 敬重) 
= txty | rh) Th) | riti) 
在 上 式 中 插入 nn 个 
| | zx) bm | dr, = 1 
得 到 


Cresty | TOUrt) et)) | wirts? 


时 Ex 
一 [| | 全 FE Tt | PE | 《二 1 | | sb 
二 一 1 


== 由 | ampr (EF jzsDr(Cz VE Pl si jr" 


= |] 


Dr (za zi 一 去 ) 


型 DD 
让 和 jt 2 ,fr 区 
a 


|p[zce Jxlr) rh )exp [i sa (BE (1) +VCD ) | 


于 是 (4. 4. 8) 式 的 第 二 等 式 得 以 证 明 . 
(b) 如 这 一 系列 的 时 刻 取 其 他 的 时 间 序 列 , 由 于 编 时 算 符 的 作用 , 它 总 会 将 恰 
当 的 z(t) 放 在 它 应 有 的 时 间 位 置 上 , 按 前 一 样 的 论证 , 仍然 得 出 相应 的 


TE rrtlt ) 因子 及 ef 时 HHVCD J 这 样 (4. 4. 8) 式 的 第 二 等 式 也 一 样 得 证 . 


4. 5 ”谐振 子 系统 


在 这 一 章 里 引入 了 传播 子 的 概念 ,通过 它 把 量子 理论 中 动力 学 问题 的 讨论 纳入 
到 一 个 系统 的 理论 框架 中 去 ,而 过 去 量子 理论 中 讨论 过 的 内 容 都 可 在 这 一 形式 下 得 
到 重 现 . 不 仅 如 此 ,应 用 这 一 个 系统 的 理论 形式 还 可 以 对 具体 的 物理 问题 作 更 为 深入 
和 系统 的 讨论 . 为 此 ,本 节 中 以 谐振 子 系统 为 例 应 用 本 章 的 理论 再 来 讨论 一 次 . 


4.5. 1 谐振 子 内 容 回 顾 
第 1 章 中 曾 讨论 过 谐振 子 问题 . 谐振 子 系统 的 哈密 顿 量 为 
H= 站 十 Sz 
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引信 
o 一 二 
以 及 淹 灭 及 产生 算 符 
可 三 mr 二 这 
2 v2 
ga+ = mip 
| 2 vi 2 
于 是 日 可 改写 为 
其 中 N 为 数 算 符 
N ts a 程 
因此 互 与 N 有 共同 的 本 征 函 数 系 {|n)) 
N [In=n|n) 
现在 来 求 这 些 本 征 态 的 波 函 数 . 
(a) 先 看 10), 即 求 n=0 的 态 的 波 尔 数 
由 前 已 知 
al0)=0 


在 上 式 两 方 左 乘 以 4z| 得 
0= {x |al|0)= (zx| 字 z+i- 才 -|10 


V 2m 
i Pf ee (| 帮 
= - 寺 二 ( 二 十 mmrjwca) 
解 出 
dh (rz) = (到 ) erp(— mr’) 
(2) 是 归 一 因子 


Cb) nn 三 1 的 |1) 的 波 函 数 
hr)= (rT|1)= ral 


《4. 5. 1) 


(4. 5. 2) 
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= (zx | 由 二 让 


】 


一 遍地 -je 

-高 井 -jre 
让) 

= Vmwr (EE) ee (4. 5. 3) 


Cc) |n) 的 波 函 数 
(一 一 (za | 0) 
nl 


-二 
/pi  ， 疡 
| 2 T -| 10 
_ 1 fd 
p= [二 mor ) | 09) 
-= (— 1 )" 了 由 和 mw \+ mz? 
-Tm (km) (Re 
__l] pr » /Tr i Ep 
= HV mr) ( 和 ) (4. 5. 4) 
其 中 日 , 是 厄 米 特 (Hermite) 多 项 式 . 
4. 5. 2 谐振 子 系统 的 传播 子 
传播 子 的 路 径 积 分 表示 为 
Dol paidy = |p[zco]expiSLz(o 了 ) (4.5. 5) 


前 面 已 讲 过 ,路 径 积 分 的 意思 是 粒子 从 :一 0 时 刻 居 于 xz 处 演化 到 +t 时 刻 居 于 
z 的 几率 幅 , 是 由 连接 两 固定 端点 的 工 及 工 的 所 有 可 能 路 径 所 对 应 的 相 因子 
exp(iSLz(t)]) 积 分 而 得 . 在 这 无 穷 多 的 路 径 中 当然 也 包括 一 条 特殊 的 路 径 一 一 经 
和 典 轨 道 . 谐振 子 的 经 典 轨道 满足 的 运动 方程 是 


Ty (Cr) =— ow ral(t) 
三 到 (4 5, 67 
Tt) = 7 


它 的 作用 量 是 
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页 二 省 三 | 加 (太一 fxs)dt (4. 5.7) 


如 图 4.4 所 示 所 有 的 可 能 路 径 可 以 用 x (+) 来 表 

示 . 但 它们 也 可 以 按 经 典 轨道 为 基准 的 偏离 Bz 
Sr(0) = z(t) — za (1) 

来 表示 . 即 对 所 有 的 z(1) 的 路 径 积 分 可 以 代 之 以 

对 所 有 的 8x(1) 的 积分 . 即 (4. 5. 5) 式 可 表示 为 

De(x’ ,zy0) 一 | DLar(D)]expis[z， 《t) 十 Brztt)y ] 


(4. 5. 8) 


其 中 
S[zxa(t) + Bx(1)]= |. [Cz + 7) — wf (xa 十 8z)2]dz 


一 | [+ 2 + C2): of 2 zdr—o (87) J 
SLza tH)]+2) dz mz Ce B20) — of alt J Bz(e)] 


二 | de L207)): 一 oaz(zDD5] (4.5.9) 
上 式 右 方 第 二 项 利用 分 部 积分 可 证 为 零 , 即 
| de EE (rf Br) 一 地 Ta (ft Bzrtt)] 


—m [Er Be) 一 | dmazt dE) 二 

-0 
上 式 第 一 项 为 零 是 因为 在 两 端点 6x(1) = 二 8z(0)==0. 第 二 项 为 零 是 因 经 典 轨道 
Za(t) 十 wx (t) = 二 0. 将 (4. 5. 的 式 代 人 (4 5.8) 式 得 


De(x’ try0) 一 | Darc)]expkis[zs])expfi 人 — wi C8z(7))"]) 


= exp(iS[L zs |) » Ds (0,110,0) (4. 5. 10) 
上 式 的 物理 意义 可 以 解释 如 下 ;谐振 子 的 传播 子 可 以 看 做 由 两 部 分 组 成 . 第 一 部 分 
是 由 经 典 轨 道 贡 献 的 一 个 相 因子 ,这 个 经 典 轨 道 是 (0,z)-=(t,z). 第 二 部 分 是 从 
(0,0) 一 (1,0) 的 传播 子 ,因为 现在 的 sz(b) 与 原来 表示 路 径 的 z(t) 的 意义 毫 无 区 
别 . 换 句 话说 ,这 一 传播 子 是 从 原点 出 发 经 过 所 有 可 能 路 径 在 上 时 又 回 到 原点 的 传 
播 子 . 由 此 得 到 一 个 推论 , 即 所 有 不 同 的 谐振 子 的 传播 子 Dr (xz,t; zx，0) 和 
Dp (ze yt yx '0) 都 有 共同 的 Ds(0,t30,0) 部 分 ,相差 的 内 是 它们 中 的 exp(iSLzucn J 
和 expt iSLzacp 小 . 根据 上 面 的 讨论 ,下 面 分 别 来 计算 exp(iS| rs 及 De(Oti0,0), 
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写 出 经 典 轨 道 的 明显 表示 
Tetkti) = Asin(wt 十 人) 《4. 5. 11) 
及 两 端点 的 值 
Xut0) = Asing= x 
Xxalt) = Asin(wt + yp) = x pe 
从 (4. 5. 12) 式 可 以 将 4,p 用 z 及 x 来 表示 . 由 (4. 5. 12) 式 的 第 二 式 有 
z 一 Asin(wt 十 p) = Asinwtcosg + Acoswt sing 


= Acosgsinwt! 十 recoswt 


得 
PE I xrcoswt 
Acosg md tt (4.5.13) 
将 (4. 5. 12) 式 的 两 式 相 除 , 得 
区 sing 0 sl 
x sin(wt tw) sinwtcosgt coswtsing Wm 
由 (4. 5. 12),(4. 5. 13) 及 (4 5. 14) 式 可 得 
A’sin2g = 2Asing + Acosg 
ee 工 _ TCcoswt 
加 A er sinewt ) Wa 
A’sin(2wt 十 2p) = 2Asin(wt + g) »， Acos(wt + gq) 
= 2x'A (coswtcosg — sinwtsing) 
oa f 二 TICOswty  . 
一 27 | coswt (2 ee ) zsinot | 
> . Ff 过 
= 2r (# cotwt rr (4. 5. 16) 
有 了 以 上 的 准备 ,就 可 来 计算 SLzxs (2)] 
SLza()J= | dz[ 关 4 — 0)] 
= 3 Aw | ar Leos’ (wt’ + gpg) — sin: (wt' 十 的 ] 
Ao h df cos(2w1" + 29) 
0 
= AwLsin(2wt + 29) 一 sin2p] 
i 
= 型 (2zcotut 一 生 工 一 2z 工 十 2zscotwt] 
4 Sinwt CC sinwt 
= Le + x?)cotwt — 2xr'cscwt ] (4. 5. 17) 


现在 转 而 求 Dr(0,t;0,0). 记 
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Dep(0,t30,0) 三 J(z) (4. 5. 18) 
利用 完备 性 将 传播 子 改写 成 


Di(z' ti,0) 王 《zz | eR | x) = (x | eH el | x) 


FE dr "(x | eiHin) | rr | Er | 2 
=| diDr(z' 32 ,4) De(z ,har,0) (4.5, 19) 


将 (4. 5. 10) 式 中 把 Dr 分 成 J 人 (1) 及 SLzxs 表示 的 办 法 应 用 于 上 式 的 两 方 ,得 
J (Dexp[(i 各 De rcot(wt) — 2rr ‘csc(wt)])| 


= T(t CO— tn dz"exp (i ta 二 x cot(w(t — +t)) 


— 27r'x csctw(tt—t))]): exp (i Li 二 22)cot(wti) — 2rr' csc(wti )]) 


(4. 5. 20) 
其 中 用 到 (4. 5. 17) 式 的 结果 . 上 面 的 等 式 应 对 任意 的 rz,z 都 成 立 , 所 以 可 令 z== 
z 一 0, 上 式 成 为 
DD) 加 
Te =| a exp( (i [eot(wt 1)) + cot(wti) jr ) 


4 
| 
Ww cotw(lt — ti) + cotwti 


Pe B 上 
Es sine(t — £1 )sinwt) 下 
Triw Slruvwt 


比较 上 式 左 、 右 两 方 的 三 个 变量 ,t,t 一 分 别 对 应 的 因子 ,可 以 得 到 


J er) ce = Dr(O0,t10)0) (4, 5. 22) 
“TSINee t 


有 了 (4. 5. 22) 及 (4. 5. 17) 式 后 ,谐振 子 的 传播 子 最 后 可 表示 为 


Drtz' azy0) 一 |/ ep| ie[(z 十 本 5 — 2zr'cscwt]| 
(4 


5 23) 


《4, 5. 21) 


4.5.3 用 传播 子 方法 解 谐振 子 问题 


现在 以 谐振 子 为 例 说 明 用 传播 子 的 办 法 同样 可 以 求 得 它 的 所 有 能 量 本 征 值 及 
定 态 波 函 数 . 
从 传播 子 的 表示 
DrCz ,try0) 一 2 (xT' ) gp (Te Es (4. 5. 24) 
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出 发 , 令 上 式 中 的 x = 二 x, 并 对 xz 积分 ,有 
|PrGeaz'odz= Dre)| drp(r)plz) 
= De (4. 5, 25) 
pee 5. 23) 代 人 上 式 , 得 


w [于 
| dzDe (zst37,0)= | dz exp[ i We (2rzcotut 2x?cscwt) | 


dr /— 一 一 exp (一 icrztan 二 wt | 
27l Sin i 
We __N 
2risinwt imewtan 氏 有 2isin 多 一 一 
局 -得 


一 一 它 -本 1—e™ 
一 2。 rt) (4. 5. 26) 


最 后 一 个 等 式 应 /用 了 等 比 级 数 的 求 和 公 Y 式 . 将 (4. 5. 26) 与 (4. 5.25) 式 作 比 较 ,立即 
得 到 谐振 子 的 能 量 本 征 值 


E, 一 全 (Zn 十 1) 《4. 5. 27) 
为 求 定 态 波 函 数 , 仍 从 (4. 5. 23) 式 出 发 


0 : ) exp[—i C2cotwt — 2escwt)z: | 


2isinew! 


isin 5 
i sth 四 一 ur: 
(> i t 
2 


fm /WY ime i md Dg 
= 和 /于 (2e ant Dent ) exp| Wi 


人 (1 十 2 十 Edit 十 a 


=。 exp[—mor:(l—ev)(l—e +e — .")| 
i ; 
i (| (EY Omri +) (4. 5. 28) 
将 (4. 5. 24) 与 (4. 5.27) 式 作 比 较 , 可 知 
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pe (z)m(z)e 党 一 (到 | ee 


3 1 
gr DanDEF = (Ee) er 2mr’e 


于 是 得 


g(x) 一 (ye 


g(x) = -V2 murgo lx) mon 


于 是 求 得 了 谐振 子 的 所 有 和 定 态 波 函数 ， 这 一 段 讨论 或 许 会 让 人 们 觉得 用 传播 子 的 
办 法 导出 谐振 子 能 谱 及 波 函 数 是 很 简易 的 ,无 须 作 元 长 的 推导 . 其 实 ,主要 推导 已 
在 算出 传播 子 时 进行 过 了 ,因此 在 工作 的 繁复 程度 上 并 无 区 别 . 这 里 的 讨论 只 是 要 
表明 ,用 传播 子 方法 可 以 系统 地 在 一 个 理论 框架 下 讨论 量子 力学 中 的 各 种 不 同系 
统 问题 . 除 此 以 外 ,如 对 原来 的 系统 可 以 求 出 它 的 传播 子 , 则 在 原来 的 系统 上 加 上 
一 个 微 扰 时 ,还 可 以 系统 地 求 出 其 近似 的 传播 子 . 以 谐振 子 系统 为 例 , 设 系统 受到 
的 势 作用 为 


Vir) = 二 2 一 fxr) td. 5. 30) 


2 
这 时 系统 的 传播 子 可 以 这 样 求 得 . 
(a) 重复 (4. 4. 4) 到 (4. 4. 个 式 的 步骤 , 即 求 出 谐振 子 势 加 上 外 源 项 x (2)j (2) 
的 传播 子 DCzr str 右 )， 
Cb) 利用 DF 可 以 求 出 DeCzrpvtryzistis f(r)) 的 展开 式 
De(lxrotrsriotis f(r)) 


a pe 人 | 让 人 [me 一 专 mw?z (D+ f(z(D) | 
一 exp| i [让 dif(— i ) |DF zr»t73 zs) 1 


ye -> SY (A Fi DCzptsszt) ioe {4.5 31) 


于 是 可 以 根据 精确 程度 的 要 求 在 右 方 的 展开 式 中 取 确 定 的 前 几 项 算出 (4. 5. 31) 式 
的 近似 表示 式 , 然 后 用 它 讨论 系统 的 所 有 物理 性 质 及 演化 规律 . 只 要 一 次 求 出 
DCzrtrszit) 后 ,对 于 尾 何 形式 的 六 xz) 都 一 样 直接 用 (4. 5. 31) 式 来 计算 . 从 这 
里 可 以 清楚 地 看 出 这 一 方法 的 优越 性 ， 
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前 几 章 主要 围绕 这 样 一 个 主题 在 进行 , 那 就 是 量子 理论 和 经 典 理论 一 样 其 中 
心 内 容 是 物理 系统 的 演化 规律 , 即 动力 学 问题 . 为 了 建立 一 个 统一 的 .系统 的 动力 
学 理论 框架 我 们 讨论 了 以 传播 子 概念 为 核心 的 量子 系统 的 路 径 积分 形式 ,在 上 一 
章 末 并 用 谐振 子 系统 为 例 说 明了 如 何 具体 应 用 这 一 形式 理论 . 虽然 我 们 不 可 能 在 
本 书 中 讨论 各 种 复杂 的 物理 系统 及 其 演化 规律 ,不 过 所 有 的 复杂 动力 学 问题 不 外 
是 由 一 些 最 重要 的 基本 动力 学 过 程 所 组 成 ,因此 只 需 着 重 讨论 这 些 基 本 的 动力 学 
过 程 , 便 可 在 它们 的 基础 上 去 讨论 更 为 繁杂 的 动力 学 问题 , 这 就 是 本 章 将 要 讨论 的 
内 容 . 


5.1 基本 问题 


s.1.1 两 粒子 的 散射 


在 前 一 章 里 讨论 的 是 单个 粒子 在 外 势 的 作用 下 随时 间 变 化 的 演化 问题 . 微观 
世界 里 还 有 另 一 类 重要 的 动力 学 问题 , 那 就 是 粒子 与 粒子 之 间 的 相互 作用 过 程 , 特 
别 是 两 粒子 间 的 相互 作用 这 样 的 微观 世界 中 最 基本 的 问题 , 即 散射 问题 . 两 粒子 间 
相互 作用 的 有 效 距离 是 很 小 的 ,所 以 可 以 认为 它们 在 散射 (产生 有 效 的 相互 作用 ) 
前 后 是 两 个 处 于 目 由 状态 的 粒子 . 

设 散 射 前 的 + 时 刻 粒子 的 状态 为 | 让 ,散射 后 的 时 刻 粒子 的 末 态 为 | 让. 对 于 
微观 的 散射 过 程 来 说 ,有 限 的 上 及 上 * 已 可 看 做 无 限 长 的 过 去 和 无 限 长 的 后 来 , 即 
(t 一 一 coil 一 十 co) 因此 | 盖 及 | 户 都 是 不 受 作 用 的 能 量 一 定 的 定 态 . 

=e™ |g) 
《5. 1, 1) 
[n=e™ |og) 
| 六》 9 [gr) 不 会 让 

由 前 一 章 的 讨论 知 , 时 刻 系 统 居于 态 | 革 注 时 刻 系 统 居于 | 廊 的 几率 幅 是 演 

化 算 符 在 | 说,| 店 间 的 矩阵 元 
Amprilt' d= (fF | UG | 2 


= EE’ (py | UG) | py es (5. 1. 2) 
除了 两 粒子 系统 的 散射 问题 外 ,也 可 把 这 样 的 讨论 应 用 于 单 粒子 受到 局 域 势 
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作用 的 散射 问题 中 去 . 如 末 单 粒子 受到 的 势 作用 仅 限 于 空间 中 一 个 很 小 的 范围 , 则 
粒子 在 远离 该 区 域 处 可 看 做 是 自由 的 , 当 它 接近 该 区 域 时 才 受 到 势 的 作用 并 改变 
其 运动 状态 ,然后 在 离开 该 区 域 较 远 后 又 回 到 自由 的 末 态 . 所 以 ,散射 问题 从 物理 
上 讲 既 包含 两 粒子 的 相互 作用 散射 也 包含 单 粒子 的 势 散射 . 由 力学 的 两 体 作用 可 
通过 引信 质 心 坐 标 及 相对 坐标 从 而 化 为 等 效 的 单 体 问题 来 看 ,讨论 单 粒子 的 势 散 
射 实际 上 已 在 很 大 程度 上 反映 了 双 体 散射 的 主要 内 容 . 


从 前 面 的 分 析 可 知 , 双 体 散射 系统 的 哈密 顿 量 可 以 分 成 两 部 分 , 互 = Hs, 十 V， 
其 中 囊 是 自由 的 两 粒子 系 的 哈密 顿 量 ,V 代表 两 粒子 的 相互 作用 , | 让 及 | 让 是 
H。 的 本 征 值 分 别 为 E; 及 Ej 的 本 征 态 矢 . 而 且 , 根 据 上 一 章 的 演化 算 符 变换 到 频 
率 空间 的 上 (w) 及 它 按 V 的 无 穷 展 开 式 , 有 

U8) = | i -sk (w) 


及 Cw) =R® Cw) TRE Co) C—iV OR Co) +h Co) C—iV ED (Cw) 
(—iV OR® (w) + 
其 中 ie (wow) 一 一 一 
w— Ho 十 证 
因此 (5. 1. 2) 式 可 展 成 


Amp .lt’ 1t) = |E es em (gy | ktwy | pi? 
” dy pe- ur SR 
二 一 过世 下 7 he A | 

|- 2r TO 

+ 
¢ Ne 上 dy er EiE Ye = dy CE 

Pr w—Eiie J 2rw—E+i 
一 旗本 一 ao 好 


Fi(w) 和 (了 3) 
其 中 

—l | 
wT— Ho 十 运 

前 面谈 到 散射 问题 感 兴趣 的 是 + 一 一 0° ,1 一 co 的 极限 情形 . 为 下 面 的 内 容 作 淮 备 ， 
先 讨论 一 个 积分 


Fw) = (pr |V ie)+ (plV 


em 


叫 十 二 


/= lim | dur (Cw) (5. 1. 5) 
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上 述 积 分 在 本 一 ce 时 因子 e*' 在 w 关 0 的 情形 下 随 w 变化 而 剧烈 变化 ,而 Fw) 随 
w 的 变化 相对 缓慢 ,于 是 在 一 个 小 Am 范围 内 了 (ww) 几 乎 保持 一 定 而 ew' 却 已 经 历 了 
各 种 位 相 , 因 而 相互 抵消 对 积分 无 贡献 , 只 有 w= 二 0 的 邻 域 才 会 有 贡献 ,因此 积分 
下 的 fw) 等 效 于 一 个 常数 f(0), 于 是 有 


J = f(0) 时 | dw -二 (5 1. 6) 
了 (0) 提 出 积分 号 后 剩 下 的 被 积 函 数 - 
献 , 所 以 它 的 行为 间 还 有 可 能 差 一 比例 系数 , 即 
i -i = ABCw) 


对 上 式 两 方 作 积分 ,复数 积分 沿 实 数 轴 加 上 下 部 半圆 构成 的 回路 进行 ,由 留 数 定 
理 得 


二 | AB(wy di = lim | eat 
一 5 一 ey) 十 中 本 
下 一 站 
= lm lim dw- 导 
= lim lim(— 2rxi)e™ 
二 一 03 站 -让 全 
一 一 Zni (5, 1.7) 


所 以 在 积分 号 下 有 
li 


eo 


把 (5. 1. 8) 式 应 用 到 (5. 1. a 写成 
lim Amp (t,t) = imi| Se 2niB(w— E;) lpr | g:) 


Ee 


《5. 1. 8) 


Er = 


+limi| 记 < 


2 gy A 2xid(w— E,) |F Cw) 


_ WE EY 
一 Jim[e's SY ‘pf | gi +E EE Ter E) 
(95. 1. 9) 
由 于 |g) ,|gy) 是 Ho 的 本 征 态 矢 , 故 有 正 交 性 
‘pr | 的 一 Br 《5. 1. 10) 
EF—E Yr , 
同时 (5. 1. 9) 式 中 第 二 项 里 的 因子 局 一 EE- 干 也 可 用 (5. 1. 8) 式 的 代 换 , 即 在 上 述 


的 论证 中 将 w 换 成 E; 一 Ei;, 便 可 得 到 
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| eiE yr _ 1 etEr—E)r 
mE —Eiie rE,—E 二 i 
所 以 (5, 1. 3) 式 最 后 写成 


lim Ammp p(t ,t) = Gr — erBbE— EDF(E,) (5.1, 12) 


=— 2xid(E—E) (5.1,11) 


这 样 一 来 ,散射 间 题 便 化 为 求 FCE,) 的 问题 了 
5.1.2 S$ 和 矩阵 


上 面 已 经 谈 过 对 于 散射 问题 关心 的 是 t,t 趋 于 一 ce 及 十 cc 情况 下 的 散射 几率 
幅 , 为 此 定义 S 和 矩阵 元 如 下 


(fF lS = lim(g [UG | p) (5, 1. 13a) 
并 可 将 (5. 1. 12) 式 改写 为 
‘fF | SID = 6 — 2rxB(E,— E.)FE,) 《5. 1. 13b) 
如 果 再 定义 一 个 工 算 符 如 下 ， 
《or | T | mw) = FOE,) (5. 1. 14) 
则 S 算 罕 就 可 表示 为 
S=1—2x8(E,— E)T (5. 1. 15) 
将 Flta) 的 表示 式 (5. 1. 4) 中 的 变量 w 取 为 w= 二 5;, 得 F(E,) 的 表示 式 如 下 
FR(Ey= tp [py mr) — oo (5. 1. 16) 
下 ;一 所。 十 下 
也 可 将 上 式 写 成 
F(E) = (pr [|V | A (5, 1. 17) 
其 中 散射 态 | 必 ?满足 如 下 的 方程 
=] gl 
E:— Hs ie E:— Hetie 已 ; 一 Ho ie 
V | g++ 
一 | gp) | ri, (5. 1. 18) 
EF. — H, 十 下 


至 此 我 们 把 散射 问题 从 求 Ampj,: 转 化 为 求 S 矩阵 ( 算 符 ) 再 到 求 工 算 符 ,进而 转化 
为 求 F(E,) ,最 后 转化 为 求 散射 态 | 贞 ，)， 


5.1.3 | 由 ”> 的 求解 


首先 证 明 | 劣 > 满 足 一 个 本 征 值 与 | 六 ?的 本 征 值 E; 相同 的 定 态 方程 .已 知 
| 中) 请 足 
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Ho, | mw) 一 已 |w) (5. 1. 19) 
则 


(Hh 十 V 一 已 ) | d= (Hh,— E)| lm)+ 


=0—V| gy+V| dn)=0 (5. 1. 20) 
可 见 | 类 *) 相 应 的 本 征 值 的 确 也 是 E; ,当然 它 满足 的 定 态 方程 是 含 V 的 方程 . 
为 了 讨论 得 更 加 具体 一 些 ,把 求解 散射 态 | 几 + 的 问题 化 为 等 价 地 求 散射 态 
的 波 函 数 问题 
HR)= (rr | WD) 


= 《Fr | 8 十 |drtr | 《| 


V | gn) Hv on 
十 下 


i | 
E.— H,+tie 
1 


= (rl e+|ardr| - |r Ve gr) 


i:— Ho 十 证 
(5. 1. 21) 
在 单 粕 子 的 势 散射 情形 下 
人 Fr | gi? = em 
所 以 这 时 求 几 (mm 的 问题 化 为 先 求 (5. 1. 21) 式 积分 中 的 积分 核 
(| 一 1) 三 Kodrir) (5. 1. 22) 
五 ; 一 Ho 二 


因为 有 了 积分 核 KC(r,r ) 后 就 可 以 去 解 (5. 1, 21) 式 的 积分 方程 了 . 积分 核 的 计 
算 如 下 
1 


KV (rr )= tr | - Ir 
a 
= (Fr j 闵 元 i 
-| ye ‘plr) 
TT : 一 六 ， 
mt 
| dpeorrn 1 (5. 1. 23) 
Cn 
2m 
Piop 
引 人 p' 2 


以 及 记 
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先 把 (5. 1. 23) 式 中 的 角度 变量 积分 , 取 r 一 r 的 方向 为 z 方向 , 则 
" /1 一 p dpsin Gd0dgp, md 
下 (rar ) | Or) ipR 3 ee 
ii 
en], Wi (5. 1. 24) 


上 式 第 一 es 


| -pd | pg'4 =—|_p'dp’ 2 
ipo pT Pi TE | TE 
这 样 (5. 1. 24) 式 中 的 两 项 可 以 合成 一 项 而 积分 限 扩大 到 (一 ccco) 


toy Py 一 2m | 避 起 
-一 ee ee 
— Dy . ER 加 9 


0 


人 
将 (5. 1 25) 式 代 回 (5. 1. 21) 式 得 
Up =er" 一 于]ar 和 VoygP Cr (5. 1. 26) 
虽然 已 可 由 (5. 1. 26) 式 去 解散 射 的 一 般 性 问题 ,不 过 从 实际 的 角度 看 人 们 感 兴趣 
的 是 这 样 的 情形 :由 于 实验 测量 仪器 与 微观 粒子 被 散射 区 域 之 间 的 距离 r 远大 于 
VCr ) 显 著 不 为 零 的 r 的 范围 ,实际 要 求 的 是 |r| 一 ce 情形 时 的 下 (7) ,这 时 
一 v 天 一 27sr 十 Fr rvl—2rer sr 一 Fr (5 1.27) 


《5. 1. 25) 


故 有 


丽 


ER a einr  € Per (5, 1. 28) 


其 中 Pr 定义 为 
Py pr (5. 1, 29) 
于 是 在 |r|- 一 ce 的 情形 下 . (5. 1. 26) 式 近似 成 为 


dP Cr)= em 十 Te 本 | re wyVr gn (7) ) 
WP 挤 [| pt 
= 已 员 FT | oP |V| i ) ) 
一 si 十 Tew f» (0,9) 《5. 1. 30) 


上 式 中 用 到 关系 ew 一 人 orlr》, 即 在 很 远 处 散 的 粒子 的 状态 1gry* 又 是 自由 的 平 
面 波状 态 , 此 外 


fa (0,9) =— pV | WY) =— FE) (5. 1. 31) 
在 得 到 (5. 1, 30) 式 后 可 小 结 如 下 : 
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(a) 粒子 (三 一) 以 一 个 动量 为 p; 的 平面 波 向 作用 势 的 有 效 区 域 人 射 . 
(b) 粒子 受 作用 势 的 影响 后 在 远离 势 的 有 效 区 域 处 (1 二 oo) 除 原 有 的 sw … 平 
面 波 部 分 外 产生 了 另 一 部 分 的 散射 波 , 它 以 球面 波 二 er 的 形式 向 四 周 散射 
(c) 散射 波 在 不 同 的 方向 (6,o) 的 几率 幅 是 
万 (bp) ~ FE,) (5. 1. 32) 
由 上 式 可 以 看 出 ,一 开始 讨论 散射 问题 时 引入 的 关联 量 FCE,) 的 物理 含义 就 是 散 
射 波 在 各 个 方向 上 的 几率 幅 . 


5.2 散射 的 波 包 机 制 


s.2.1 问题 的 提出 


上 节 的 讨论 留 下 了 一 个 疑问 , 那 就 是 把 人 射 和 散射 的 粒子 状态 表示 为 动量 一 
定 的 平面 波 的 做 法 是 否 合理 . 如 果 严 格 地 是 平面 波 , 则 任何 时 刻 它 都 会 弥漫 于 全 空 
间 . 不 会 像 前 面 讨论 那样 := 一 呈 在 很 远 处 ,! 二 co 时 离开 作用 区 再 散射 到 很 远 处 
去 . 事实 上 真实 的 实验 是 一 东 粒 子 流 人 射 过 来 ,粒子 是 处 在 波 包 形式 的 状态 中 , 即 
它 的 几率 分 布 在 一 个 有 限 的 区 域 里 .1 二 0 时 波 包 的 中 心 位 于 r 一 m 处 ,以 VY 一 衬 
的 速度 向 靶 运 动 ( 见 图 5. 1). 既然 是 一 个 波 包 , 它 就 应 当 是 以 玉 =K, 为 中 心 按 一 定 
动量 分 布 B(K) 的 各 种 平面 波 的 秋 加 . 
(ry) 一 > 让 ) e rr IE, 

注意 ; 波 包 是 在 以 ko 为 中 心 的 一 个 窑 的 生 一 Ak->ks 十 Ak 上 的 动量 分 布 . 这 样 的 
情形 从 微观 看 它 在 位 形 空间 可 看 做 是 一 个 宽 的 分 布 ,而 在 讨论 散射 时 与 (1 一 oo) 
r=co 相 比 之 下 波 包 仍 可 从 宏观 上 看 做 是 集中 于 中 心 的 一 点 ， 


5.2.2 波 包 散 射 
我 们 已 质疑 前 面 的 形式 上 用 平面 波 讨论 散射 的 合理 性 ,现在 来 考虑 真实 的 波 
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包 散 射 . 波 包 如 上 所 述 是 对 应 各 种 让 的 平面 波 函 数 的 县 加 ,应 将 (5. 1. 30) 式 的 散射 
态 波 函 数 的 方程 改写 为 波 包 形式 的 方程 . 


总 
由 Crt) i | 取 Bt pit (ry 


一 | 志 C2 Bk) Le Ti 一 正人 二 EE nf (0,g)] 《5. 2 1) 


其 中 EE 二 起. 上 式 源 自 对 每 一 平面 波 都 有 上 节 导 出 的 结果 ,不 过 要 注意 的 是 在 对 


不 同 的 大 礁 加 时 应 当 把 振幅 下 ( 刀 连 同 相 应 的 相 因子 一 起 考虑 . 

(a) (5, 2. 1) 式 中 的 第 一 项 对 应 于 原始 的 波 包 , 即 未 受 散 射 的 部 分 . 随 着 时 间 
的 演化 , 波 包 在 任 一 + 时 的 中 心 就 是 振幅 的 最 大 处 . 在 那里 不 同 的 一 定 是 相位 差 
别 最 小 ,更 确切 地 说 在 那里 相位 与 上 无关 使 得 相互 抵消 最 小 , 即 


WE EL "(FO ro) -入 :|= Fi — Fy 一 二 = 性 
由 于 波 包 是 以 i 为 中 心 ,以 2Ak 为 变化 范围 的 平面 波 和 登 加 , 所 以 可 近似 取 作 == 


ko , 作 这 样 的 近似 后 ,根据 上 式 便 知 波 包 在 时刻 的 中 心 为 
nn t+ (9,2. 2) 


因此 得 出 结论 , 波 包 (中 ; 已 ) 以 乱 元 的 速度 行进 . 
《b) i 2. DD 式 的 第 部 分 为 


Re 2 已 fr 一 站 el 


人 (jn + Ak) ew (mn) (5. 2. 3) 


在 上 面 的 近似 中 已 忽略 掉 (ko 十 Ak) 二 上 0 十 2ko，AK 十 (Ak)* 中 的 二 阶 小 量 CAA7 2， 
这 样 (5. 2. 3) 式 中 的 第 二 部 分 就 是 原来 的 没有 变形 的 波 包 . 如 宁 不 能 略 掉 AR 
项 ,Ak 项 就 会 使 波 包 扩散 . (5., 2, 3) 式 的 第 一 部 分 就 是 一 个 动量 为 ko 的 平面 波 的 
相 因子 . 
因此 在 散射 问题 中 波 包 可 看 做 宏观 小 时 , 即 可 看 懒 是 一 点 时 , 则 未 散射 部 分 就 
可 看 做 始终 保持 平面 波 的 形式 . 


(ec) 考察 (5. 2. 1) 式 的 第 二 项 散射 部 分 ,如 
A 
和 二 k 本 m=— rocosgp 


(ito (和 M) +) 
(9,. 2. 4a) 
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将 该 部 分 的 相 因 了 于 
2 2 | 、 
kr CO—k Fn — 二 A or — koro —et 十 Ak(r—r — So + oC ak’) 


(5. 2, 4b) 
代入 (5. 2. 1) 式 ,得 散射 部 分 为 
d: AR 


| 和 上 上. 1 i 有 We 
To 和 Lew f, (0,g) | Cor ek 十 Abee( SF ) (5. 2. 5) 


(5. 2. 5) 式 的 第 二 部 分 是 波 包 部 分 ,宏观 上 可 看 做 一 点 时 就 回 到 (5. 2. 1) 式 的 散射 
波形 式 . 

前 面 已 讲 过 在 :一 0 时 波 包 中 心 在 ro 处 . 只 有 到 了 #* 时 刻 波 包 才 到 达 作用 的 
有 效 地 点 r.( 力 心 ). 


二 一 (5. 2. 6) 


ko /mm 
因此 只 有 上 去 以 后 散射 波 才 存 在 ， 
通过 这 一 节 的 讨论 知道 ,尽管 真实 的 散射 问题 是 波 包 在 力 心 上 的 散射 ,但 只 要 
波 包 中 的 动量 分 布 很 窗 ,其 波 包 就 可 看 做 宽度 是 微观 大 宏观 小 的 , 在 散射 实验 中 由 
于 考虑 的 r+ 很 大 ,这 种 波 包 在 宏观 上 的 确 可 看 做 为 一 点 ,因此 原来 以 平面 波 处 理 的 
办 法 仍然 有 效 . 


5.3 散射 截面 


在 上 一 节 中 已 讨论 过 ,尽管 真实 的 散射 是 波 包 的 散射 ,但 仍 可 用 平面 波 去 代替 
它 作 讨论 及 计算 ,因此 下 面 的 讨论 仍 沿用 平面 波 散射 的 形式 . 为 了 以 后 的 讨论 需要 
引信 一 些 物理 量 . 

(a) 流 强 . 人 射 波 的 流 强 是 这 样 定 义 的 :在 垂直 于 波 传播 方向 上 有 一 个 小 面积 
AA(AA 二 ArAy); 单 位 时 间 内 人 人 射 波 传 播 了 Az 的 距离 ,在 单位 时 间 内 在 AV = 
Az*， AA 一 AzArAy 内 的 几率 p= 二 |y|*:AzAxrAy 会 全 部 通过 右 方 截面 ( 见 图 5. 3)， 
则 有 


h = =|$lAr (5. 3. 1) 


换 句 话说, 流 强 五 就 是 单位 时 间 通 过 单位 截面 的 几率 (或 粒子 数 ). 如 y 是 平面 波 
Ne:'", 则 =N’Az. 

(b) 微分 散射 截面 . 人 射 波 人 射 到 力 心 后 ,散射 到 各 个 方向 ,如 图 5. 4 所 示 . 在 
单位 时 间 内 散射 到 以 (8,g) 方 向 为 轴 的 小 立体 角 元 dn 内 的 几率 被 dn 除 得 到 的 值 
再 除 以 流 强 了 ,就 叫做 散射 到 (9,g) 方 向 上 的 微分 散射 截面 do. 
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(5. 3. 2) 
微分 散射 截面 do 可 以 形象 地 看 做 是 在 与 传播 方向 垂直 的 平面 上 单位 面积 内 有 多 
大 的 一 小 片面 积 的 几率 被 散射 到 (8,g) 方 向 的 单位 立体 角 内 . 微分 散射 截面 反映 探 
测 器 上 直接 接收 到 的 几率 (或 粒子 数 ). 

A 


18, p) 


(©) 按照 (5. 1. 30) 式 散射 波 部 分 为 全 enr Fu (9,g) ,因此 在 单位 时 间 内 沿 (0,g) 
方向 的 球面 波 传播 了 Ar 的 距离 且 散 射 到 dn 内 的 几率 为 
Lh ,sag 
= Ne | et laar| fi (0,9) |:dn 
= J | fi (9,9) |:dn 


| New | 


故 
gg_hlfdp| dn 
dn Ldn 


这 样 一 来 (5. 3. 3) 式 就 把 理论 计算 量 /(b,p) 和 实验 的 观测 量 4 联系 起 来 了 . 


一 fi (Op) 网 ‘5, 3 3) 


5.4 ”跃迁 几率 幅 的 微 扰 展开 


5. 4. 1 微 扰 展 开 


对 于 实际 的 物理 系统 ,散射 问题 也 常常 只 能 作 近 似 计算 ,因此 有 必要 再 回 到 微 
扰 展开 的 讨论 . 从 一 开始 讨论 散射 问题 时 我 们 就 指出 ,散射 讨论 的 是 上 ~ 一 ce 时 系 
统 处 于 状态 | 蕊 到 too 时 系统 到 | 六 的 几率 幅 
lim Amp .i ,2) = Bn — 2rxid(Er, — E)F(E,) 


3 


即 等 价 于 求 


Wi 
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F(EY)=(f|ITID)= T= (IV 
其 中 | 下) 按 微 扰 展开 后 可 写成 
Ta= (f |V | gh 
= 了 | 他 | 让 二 | 六 
一 站, 十 十 


1 
忆 一 应 二 到 一 站, 十 放 
上 式 中 的 各 个 项 可 以 用 以 下 的 费 曼 图 来 描绘 . 


(a) 第 一 项 
(f IVID =V 
其 费 曼 图 如 图 5. 5 所 示 . 
(b) 第 二 项 
Go | 
i— Hot+ie 上 E,— H,+ie 


1 
= 2 Vi EE rie 
其 费 曙 图 如 图 5. 6 所 示 . 


Vs 


图 5.5 图 5.6 


(c) 第 三 项 
i 
E:— Hoie E— Hy 二 i 
1 


EYER|V|D 
A + 十 立 玉 一 让 十 证 


= 7 -一 一 一 一 | 02| 广 
是 


ee 7 
Vn E;—E Es Ei— E+ Ev 
其 费 曼 图 如 图 5. 7 所 示 . 
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E, 


A 
EE Ete 
图 5.7 图 5.8 


图 形 的 规则 是 : 初 态 用 ~” 表示 , 末 态 用 表示 , 势 硕 角 Vj; 用 一 一 一 表示 ,中 


间 实 线 /代表 传播 子 六 天 一直 一 
传播 子 分 母 上 的 让 是 有 实质 作用 的 ,例如 : 
> (FE 
本 
i | dE ffE) 
dE, 已 ， 一 E. 十 1 肛 
—[| + ej .2 
e_>0 时 ,上 式 的 前 两 个 积分 是 主 值 积分 
| dE,P ( 闫 学 ) (5. 4. 3) 
对 于 第 三 项 的 下 半圆 上 的 积分 ,因为 在 下 半圆 上 EE, 可 表示 为 
E,—E, = ve" dE, = iyeedb (5. 4. 4) 
代入 后 有 


in FE) 1 rp ”id 
lim| dE, EE im— 7(E) |， ne 


=—inf(E) = 一 这 | dE,f (Ed(E, —E) 


tm 届 呈 
因此 ,最 后 有 
_ » , 1 i 
PfE,) 志 一 声 -F >7CED|P EE +ind(E, E.)| 
(5. 4. 6) 


显然 由 于 分 母 中 的 ie 存在 才 会 有 如 此 结果 . 
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5.4.2 光学 定理 


前 面 关于 散射 的 讨论 也 许 会 留 下 这 样 一 个 疑问 ,本 来 人 射 时 只 有 平面 波 , 经 势 
作用 后 原来 的 平面 流 保 持 不 变 的 同时 又 加 上 了 散射 被 部 分 ,这 样 总 几率 会 守恒 吗 ? 
答案 是 总 几率 是 守恒 的 ,这 是 因为 平面 波 和 散射 的 球面 波 实际 上 它们 之 间 是 有 干 
涉 的 . 人 射 的 平面 波 和 散射 的 球面 波 在 向 前 的 方向 上 会 有 所 抵消 ,从 而 保证 了 总 几 
率 守 恒 . 为 看 清 这 种 散射 波 的 向 前 部 分 与 平面 波 间 干涉 的 存在 ,下 面 讨论 由 这 种 机 
制导 出 的 光学 定理 . 

首先 看 一 看 表征 散射 的 散射 算 符 S 应 当 具 有 什么 样 的 性 质 才能 保证 散射 前 
后 系统 的 总 几率 不 变 . 假定 系统 的 初始 状态 |a) 是 归 一 的 , 即 

ala)=1 (5. 4. 7) 
散射 时 从 |a} 到 某 一 终 态 的 几率 幅 是 
Ampa 一 lim 全 | UD) |a)= 6|S|a) 

如 果 散 射 时 几率 保持 不 变 , 则 把 所 有 可 能 的 终 态 的 几率 加 起 来 一 定 还 是 归 一 

的 , 即 
l= Jim 2 | 8 | Ut | a |? = 2 | 二 1S|ay | 


一 (alSr| 从 全 | S|a) 
也 


= (a| Ss|ay ‘5, 4. 8) 
由 于 |a) 是 任意 的 态 , 上 式 要 满足 必然 有 
St+S=1 (5. 4. 9) 
类 似 于 上 面 的 考虑 , 反 过 来 把 散射 到 某 一 确定 的 , 归 一 的 终 访 上 的 所 有 初 态 |a} 对 
应 的 几率 加 起 来 ,如 几率 保持 不 变 , 则 其 和 也 应 是 1. 
因此 应 有 
SB|IS|Ia)l:= S61 Sla (al| St|b) 


一 (二 | SS+| 人 一] 《5. 4. 10) 
得 
SS+ 一 】 《5. 4, 11) 
综合 以 上 的 讨论 可 得 出 这 样 的 重要 结论 :几率 守恒 要 求 S 算 符 是 么 正 算 符 ,或 $ 
和 矩阵 是 么 正和 抢 阵 . 
下 面 我 们 利用 S 矩阵 的 又 正 性 来 推导 光学 定理 , 利用 S S=1 可 以 导出 下 面 
的 等 式 . 记 |p) 为 动量 一 定 的 态 矢 
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(2r)F (pp. — p= (p. | ps = (p.| StS|p,) 
3 
= | 5 外 (人 Ist|lp)tp|S|p)y (5.4.12) 
(an) 


回顾 一 下 在 开始 讨论 散射 时 的 几 个 基本 物理 量 之 间 的 关系 
‘FISID= (ID)—2rdE— EFITI2 
= {ff | — 2nd(E,— ED)F(E,) 


= (fID —2xdE—E)B 1WPb)》 (5.4.13) 
现在 把 上 述 等 式 中 的 | 局 ,| 让 取 作 动量 态 


(ps | S| p) = (ps | ps) — 2riB(E, —E,)(p, |V | yr) 


= (2x (ps — pe) — 2rid(E, — Ep, |V | dn) 
‘pe. | St| ps = (ps | S| pe}: 


= (2r)8 (pp, — pe) 2rdE, — E)ps |V | do) 
(5, 4. 14) 


把 (5. 4. 14) 式 代 人 (5.4. 12) 式 得 
(2x)F (pp. — p,) 


=| GAL:8(p. — p+ 2ndE —E)(p, |V | dH)*] 


» [(2r)38 Cps — p,) — 2niB(E, —E.)tp, |V WP) 
一 (2r)sp(P — p,) a | 与 训 [C2 (ps — pe)B(E: — Ep |V | Hh) 


— (2n)iB Cp. — pCE, —E)p, |V | dr)] 
十 | 地 (27 yn 一 E)2n3(E, — E.)ps, | V | dy* (ph IVv | uf?) 


(5. 4. 15) 
消去 上 式 左 、 右 方 的 第 一 项 ,此 外 将 右 方 最 后 一 项 中 的 8(E, 一 E,)8(E, 一 EE.) 改写 
成 EFE. 一 E.)8(E, 一 E.), 第 二 项 的 六 (p, 一 ps)6(E, 一 EE,) 改 写成 六 (p. 一 ps)8(E. 
一 EE,) ,然后 把 右 方 剩 下 三 项 中 的 共同 因子 2x8(E. 一 E,) 提 出 并 消去 ,第 二 项 及 第 
三 项 对 ps 的 积分 利用 六 Cps 一 ps) 及 六 (p. 一 ps) 积 出 ,最 后 得 到 

im | E | WE — (ps | V | dP"] 


一 和 一 ca ;3 [pdE, — Ep |V | yn) Cps |V | yt?) 


= zal |tidpsdnB Es — Ep IV |g) (ps |V | 人) 


第 5 章 散射 理论 s。 ll3. 


， Ls 
= 二 所 dp: |ap,(m VI tp IV | DY | mg (5. 4. 16) 


最 后 一 个 等 式 中 积分 后 的 ps 一 p. 记号 表示 对 ps 的 积分 只 对 角度 积分 ,ps 的 大 小 
保持 等 于 p.. 
现在 考虑 向 前 散射 , 即 p. 二 p。 的 特殊 情形 . 考虑 到 


dE_p 
ee (5. 4. 17) 
iLCps |V | gD)* — pe | V | geP YJ 
=— 2Im(p, |V | gt) (5. 4. 18) 
以 到 
f, (gp) 一 一 ps IV | en) (5. 4. 19) 
把 这 些 关系 式 代 人 (5. 4. 16) ,同时 考虑 到 
| ps |=| p.|=|p,|=p (5. 4. 20) 
以 及 p. 是 加 前 散射 的 特殊 情形 ,结合 (5. 4. 18) 和 (5. 4. 19) 式 ,得 
iC¢ps | V | EP) — (pe | V | ge] lpm 
(5. 4. 21) 
= EImf(0,0) 
nt 
《5. 4. 16) 式 可 化 成 
半 . 2 
Imf (0,0) =2|dn | fi | = Po 
上 
Imf,(0,0) = 之 《5. 4. 22) 


其 中 ao 是 散射 的 总 截面 . (5. 4. 22) 式 给 出 了 全 散射 截面 和 向 前 散射 的 fi 虚 部 之 间 
的 关系 ,这 就 是 光学 定理 . 

对 此 讨论 如 下 : 

(a) 光学 定理 是 S 算 符 么 正 性 的 结果 ,是 势 散射 的 一 个 与 具体 情况 无 关 的 普 
允 性 结果 . 

(b) 既然 S 算 符 的 么 正 性 来 自 几 率 守 便 , 其 与 系统 及 势 作用 的 细节 没有 关系 . 
所 以 光学 定理 对 任何 一 个 散射 过 程 都 适用 ,是 一 个 普遍 的 结果 . 

(c) 从 实验 上 可 以 去 检验 光学 原理 是 否 成 立 ,也 就 是 检验 在 散射 过 程 中 几率 
是 否 守 恒 . 详细 地 说 ,就 是 检验 向 前 散射 与 人 射 平面 波 是 否 有 干涉 的 效应 . 如 果实 
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验 验 证 的 结果 是 肯定 的 ,这 就 回答 了 本 市 一 开始 所 出 的 问题 . 

(d) 粒子 物理 在 二 十 世纪 六 七 十 年 代 里 根据 相互 作用 过 程 中 的 和 芭 正 性 导出 类 
似 于 光学 定理 的 色散 关系 ,从 而 可 以 不 必 知 道 动力 学 的 细节 就 可 由 这 些 关 系 得 出 
若干 有 价值 的 结论 . 


5.5 散射 的 传播 子 近似 
现在 再 用 传播 子 的 方法 来 讨论 散射 问题 ,其 目的 是 想 说 明 量 子 理论 的 问题 都 
可 用 传播 子 的 系统 方法 处 理 . 
5.5.1 有 势 作 用 的 传播 子 
传播 子 的 一 级 近似 可 表示 为 
AD (RestsR1,0) =—i| dr [dm Roastsrst YVR (rot sR 0) 
这 里 将 (CR ,0) 简 记 为 1, (CR; ,四 简 记 为 2, 而 自由 粒子 的 传播 子 为 


EF Bi 各 
kr,t ;Ri ,0) = (By) 0 


3 。 
kOCRs tirst ) = (War) xp 
因此 有 
kV(2,1)=—i | dt’ [me (Rs stsrst NV OED (r,t’ ;Ri ,0) 
0 
! pi et 
——i| d |dr| (=— A ~ 
| a | er[ (sc) 全 
pV (5. 5. 1) 
P30—r) op 5, 
利用 如 下 的 积分 公式 
emp( 一 下 2 一 之 ) ed 了 
| epl 了 一世 ) tim 一 可 示 Va ty) | 


可 将 (5. 5. 而 央 员 二 


ko 2,1) =—i(23) [Erven| 


1 1 
27lt er Wd 


exp [| Re —r | 十 | r—R, | 《5. 9. 2) 
5.5.2 势 散 射 中 的 传播 子 
以 上 是 对 一 般 情 况 而 言 的 . 现在 结合 散射 的 具体 物理 情况 来 讨论 , 即 初 末 态 的 
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粒子 的 位 置 远离 势 的 有 效 区 域 ,也 即 与 V(r) 不 为 零 对 应 的 有 效 积分 变量 r<<R， 
Rs. 于 是 ,可 采取 近似 
|R,—r|= (Ri—2R :ritr)t a Ri— per 
[rR | 一 (Ri 一 2R， rir asRibe:r 
注意 ; 户 /二 R ,p= 一 RR 是 初 ,未 动量 方向 的 单位 矢量 ,而 原点 取 在 作用 势 范围 中 
( 见 图 5. 9) ,利用 (5. 5. 3a) 的 近似 式 可 将 (5. 5. 2) 式 的 被 积 函数 的 相应 部 分 分 别 近 
似 取 作 


(9, 5. 3a) 


_1 en 
一 rT "Tr 一 R | RR 
[| Ra 一 六 | 十 | r—R, 网- LR 十 Rs 十 (pi 一 py) "ri 


i bh : (Pi— pr)er 
= (Ri +Re)y: | 1 十 R' + | 


(RR): 十 2(R TR — Pr) er 
《5. 5. 3b) 


ss 


转世 


此 外 ,在 整个 的 散射 过 程 中 ,由 于 作用 努 的 有 效 范 围 比 Ri,R; 小 很 多 ,所 以 
在 >0 的 时 间 间 隔 里 粒子 在 大 部 分 时 间 里 几乎 都 是 处 于 自由 粒子 的 状态 ;所 
以 有 
十 
下 
利用 这 些 近 似 表示 ,可 将 (5. 5. 2) 式 重新 表示 为 
mi 1 ] 


kVC2,1)=— ( 故 ;) (有 十 忘 jexp (及 ， 十 RR,)* 


(9, 5, 4) 


u 


Jarver)exp WR 十 Rao)r Cb;— Br) 


-一 (大 ) (二 ) (名 二 )ep 区 (是 + 芋 ) ， 


|a rV(r)expLimwr » (p; — pr)] 
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一 一 Le ) 人 ) (和 J)exp 名 (人 全 ): 


-人 二 Jo ram 


5 2 


Fi 
=—i ( 闯 ) mak enVg) (5. 5, 5) 
等 式 中 用 了 以 下 的 关系 
E= Fm (5. 5. 6) 
(a) = |arv ener (5. 5. 7) 
以 及 


(CR， + Rre (Pp) =mre (Pp—p)=re (pi—pr) (5.5.8) 


根据 传播 子 的 意义 ,散射 到 点 2 邻 域 的 AA 小 体积 中 的 几率 为 
P(2)=| 有 (2， AAA 


= ( 严 ) 二 1 六 (9) 1A (5. 5. 9) 
男 一 方面 ,如 没有 散射 ,粒子 自由 地 从 1 传播 至 3 


和 二 L | 
km(3,D = (BE) ex 于 人 (5. 5. 10) 
得 
p(3) __ 3 D [AA | (起 \ 
A 27t 
> (至 ) 1 
2 tr 
/mw 
一 ( 垩 ) i (5. 5. 11) 
由 (5. 5. 9) 及 (5. 5. 11) 式 得 
到 
DD =| V9) | (5. 5. 12) 


现在 也 可 按照 图 5. 10 所 示 形 象 地 分 
xx 析 , 得 出 微分 散射 截面 的 表示 . 从 1 处 出 发 
1 © 经 过 散射 中 心 后 只 有 很 小 的 几率 被 散射 . 忽 


略 掉 这 一 小 部 分 ,可 近似 设 为 从 1 到 3 的 过 
和 程 中 单位 面积 上 粒子 流 仍 保持 不 变 . 
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从 1 处 过 来 的 粒子 流 按 微分 截面 的 定义 , 它 在 力 心 处 截面 的 单位 面积 上 有 一 
个 几 的 流散 射 到 2 处 的 dn 立体 角 元 内 . 但 这 一 小 面积 从 3 点 处 看 已 放大 成 
Eig 由 于 这 是 散射 到 2 点 处 的 小 面积 R*dn 上 的 ,于 是 从 3 点 处 来 看 ， 
散射 到 2 点 方向 的 dn 内 的 几率 来 自 小 面积 

(B+ Ry- 让 Rs) /Rdn 

这 样 散射 到 2 点 的 几率 和 直接 传播 到 3 点 的 几率 之 比 就 是 上 面 的 小 面积 与 单位 面 
积 之 比 , 即 


p(2) _ do (Ri + Rs)’/R1’ 
pl3) R,: dn 


再 与 (5. 5. 12) 式 相 比 较 , 可 得 


(5. 5. 13) 


Se 一 | Ve | 《5. 5. 14) 


5. 5.3 两 种 散射 处 理 方式 的 比较 


至 此 可 以 对 前 面 用 该 函数 的 方法 与 用 传播 子 方法 讨论 散射 作 一 比较 . 

(a) 波 函 数 方法 讨论 散射 时 侧重 于 波动 性 质 的 讨论 ,传播 子 方法 则 侧重 于 用 
粒子 的 图 像 ,恰恰 反映 了 量子 理论 下 的 波 粒 二 象 性 . 

(b) 两 个 方法 都 具有 近似 的 微 扰 展 开 . 

(c) 传播 子 方法 还 得 到 了 微分 散射 截面 与 势 的 关系 . 

(d) 传播 子 方法 中 自然 不 存在 波 函 数 方法 中 的 波 包 散射 用 平面 波 近似 处 理 的 
问题 . 

如 来 不 满足 于 一 级 近似 的 精度 ,可 以 计算 到 高 阶 的 近似 , 这 里 以 二 阶 近似 为 
例 ,更 高 阶 的 近似 可 以 循 此 作 下 去 . 写 出 二 阶 近似 的 传播 子 


k™ (2,1)= (—D | dt; | di Es Jana® (Ra ,tasrs ,te Vrs) 
自 0 


“kr sto yrst IV Or kD (pp, ,th ;RR 0) 
i ts 4 
ER | de dh | 区 Janl( (ze IT 和 
1 【下 ,一 产生 nt 这 | lyr (rs 一 下) 
exp| 5 人 一 起 ) ro 人 er exp| 2 ] 
m Ni Fim (mr 一 及 7) 
ni | im FF] ] 
Vin) 全 ) exp| | (5, 5. 15) 


2 
如 前 ， wD ep (Ys 


kD, 1 一 (一 D2 ( | Re 一 产 | 十 | rs 让 | 十 | Fi 一 民 ， | 


3 3 
(Ri) ean en | RC—r: |: [roo—r|: | 严 一 及 | 
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*。 VCnm Vr)exp| 如 (| Ri —r; | 十 | rs —n |+|r—R, 1) | 


(5. 5. 16) 
和 前 面 一 样 的 考虑 ,由 于 有 效力 程 有 限 , 有 
RI ,RR;: Sn ,rs 
利用 它 ,仿照 前 面 (5. 5. 3a) ,(5. 5. 3b) ,(5. 5, 4) 式 取 近 似 导 出 (5. 5. 5) 式 的 过 程 ,将 
(5. 5. 16) 式 化 为 


R21) 0 (至 ) exp(iEt ) 


、 [Ee direV (rn)V (rs )exp[ip; .mm —ips » r;] 


.x - en 一 | (5. 5. 17) 
mF 
把 传播 子 的 一 级 近似 和 二 级 近似 加 起 来 ,其 模 的 平方 是 P(2). 重复 前 面 在 一 
级 近似 下 的 e339 的 计算 , 便 得 到 
de _ ， 
4 一 | FCED | (5.5. 18) 


其 中 
F(E,) 一 一 六 | re'r en V(r) 
27 


+ (如 ) ) Jan drew mV,) Pp Oly, Jam 


(5,5, 19) 
上 式 的 第 一 项 是 &"(2,1) 的 贡献 ,第 二 项 是 有 “(2,1) 的 贡献 , 如 略 去 后 者 , 便 
回 到 (5. 5. 14) 式 的 结果 ， 


5.6 两 体 的 散射 


前 面 讨 论 了 单个 粒子 在 势 作用 下 的 问题 ,现在 讨论 两 粒子 的 散射 或 相互 作用 ， 
有 很 多 地 方 可 以 仿照 此 前 的 讨论 . 此 外 ,下 面 要 考虑 的 两 粒子 间 的 相互 作用 是 借助 
于 一 种 中 介 粒 子 在 两 粒子 间 转 移 能 量 与 动量 , 换 句 话说 ,两 粒子 间 相 互 作用 实质 是 
中 介 粒 子 与 两 粒子 相互 作用 的 结果 . 不 过 ,认真 讨论 这 种 具有 中 介 粒 子 的 粒子 间 相 
互 作用 问题 只 能 在 量子 场 论 的 理论 框 染 下 才能 进行 . 这 里 我 们 只 讨论 用 两 粒子 间 
作用 势 去 代替 中 介 粒 子 作 用 等 效 势 的 情况 ， 
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5.6.1 两 体 势 散射 
两 粒子 质量 分 别 为 ma ,mz ;分 别 位 于 ri ,ri. 假定 它们 间 存 在 一 个 与 ri 一 r;s 有 
关 的 相互 作用 势 , 因 此 势 算 符 在 动量 空间 中 的 矩阵 元 (pp! |V | pipi) 只 有 在 初 末 
态 的 总 动量 相等 时 才 不 为 零 , 否 则 为 零 . 关于 这 一 点 的 证 明 如 下 : 
先 看 势 算 符 在 位 形 空间 中 的 和 矩阵 元 
《rirz | Vv | Firzy 一 《FIFa | Vn 一 的 ) | rr)y 
= V(rn—r)rirs| rr) 
= 一 r) (rrr)V(n— rr) (5.6.,1) 
利用 上 式 有 
‘pip! |V | pipi) 
= mm | rrrrs |V | 下 天 放下 下 | pipiydr’i dir’ 
= | dndrdridricp{p! [rir Cn — 7!) 
(rs — ro)V ri— ra) rirs| pip:) 
= | dndirs(plp! | rira? Vn, 一 Fra) rr | pip:» 
一 Jen diroe wn pt nt V(r 一 产 ) (5. 6. 2) 


作 代 换 


RR 一 (5. 6. 3) 
1 


使 之 变换 到 用 质心 坐标 和 相对 坐标 来 表示 ,这 个 变换 的 Jacobian 为 1. (5. 6. 2) 式 
中 的 指数 上 的 因子 ,可 改写 为 


rm Fn 


时 cn i msp! 
ip 。Pi ip 民 一 这 mi 
其 余 三 个 一 ip! "pr 一 ijpi* ;一 ips* rs 有 类 似 的 关系 . 


于 是 可 将 (5. 6. 2) 式 改写 成 
‘(pips’ |V | pipi) 
一 | 中 Rexp[iR (pi + pi— pf{—pD] 


* | drV enexp[ir . (2 1 — mps — mp — ie) 


nt 十 mas Nu 十 ma 


= (2x (pi tp—p!— pl)* |arve) 
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exp|ir， (wp mt)] (5. 6. 4) 
再 引信 质心 系 的 总 动量 
P=p+p: 
及 相对 动量 
p = 种 书 一 ma ps 
mi 十 ma 
这 样 (5. 6. 4) 式 最 终 写成 
‘pfp{ | V | pipi) = (2r)°8 CP, — PV, (5. 6. 5) 
其 中 
Vip, dre rwWwCr)em 


= | dréps | VDr | po) 


一 《pr |V|p) (5. 6. 6) 
是 势能 的 傅 里 叶 变 换 . 最 后 得 到 的 (5. 6. 5) 式 中 石 方 的 信 (Pi 一 已 保证 了 和 总 动量 在 
两 体 相互 作用 时 守恒 ,这 就 证 明了 两 粒子 相互 作用 时 初 末 态 的 总 动量 相等 . 


5. 6.2 两 体 散 射 几率 幅 


仍 从 普遍 的 公式 出 发 ,系统 从 初 态 | 闭经 散射 到 | 户 的 散射 几率 幅 为 

Amprs = (f | S|2) 
S=1—2n8E/— EE}T (5. 6. 7) 
‘fF |TID = FC) 

F(E;) 的 微 扰 展 开 式 为 

F(E) = (f|IVID+(fIV : 
E.—E 
现在 考虑 的 是 两 体 散射 ,因此 其 初 末 态 可 表示 为 


初 态 | @) 二 | pip;》E= 名 + 跑 
1 


Zs 


| (5. 6. 8) 


Cp!) (Cp! )? 
二 站 | ®,) = {a = 
末 态 | 2 | pips? 上 上 7 D 9 : 


代入 (5. 6.7) 及 (5. 6.8) 式 ,分 别 计算 Amp 的 一 级 近似 和 二 级 近似 , 注意 ,为 了 书 
写 简便 ,以 下 将 Am 户 中 合 的 Br 一 (由 人 上 略 去 不 写 . 


(a) Amp™ =—2n8(E,—E)F™(E)=—2n8(E,—E)(plp!|V| pi pi) 
=—2xi8(E,—E)(2n)(P,—P) (pV |p,) (5. 6, 9) 
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最 后 一 个 等 式 用 到 了 (5. 6. 5) 式 . Amp” 可 用 图 5. 11 来 表示 . 


(b) Amp™ =—2ri8(E,—E)(p{p lV —— Vpipi) 
E;— HoTtle 
了 总 Fr vy KK K,K Vv EE 
=—2xi$(E,—E.) | dK, d Ks pipt lv Ke) KE vl pip 
mT Can E.— Ki—3 Ktie 
mt 2 
(5. 6, 10) 
上 式 可 用 图 5. 12 来 表示 . 
pi 
pl 四 
pi I pb pn 
国 5.11 图 5.12 


利用 (5, 6. 5) 式 可 将 (pi p! |V |KiK) 和 (KK |V |pipi) 用 质心 系 的 总 动量 KK 和 相 
对 动量 上 来 表示 
(p{p{ |V | KKs) = (2n) (K— PV, a 


‘KK |V | pipi) = (2aP (KK— PW, 
P. Pp: 

A 下 2p 

Ki Ei_ FE kkE 

me 

I 有 

2 (7 二 wma) 2 


E, = 


Er = 


其 中 j= 一 一 :为 两 粒子 的 约 化 质量 . 


my ms 
于 是 可 将 (5. 6. 10) 式 改写 为 
Amp'? =— 2xi8(E, 一 互 ) 
ORK (2 Py — ROVors (2r)° 0 (K— POVen 


C220” PP . J 
2(m Tm) 24 2 十 itz) 2p 
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A Vo Vn 
(2x)” ps kk ，， 
-wh 十 运 
(5. 6. 11) 


上 式 第 一 等 式 的 右 方 中 由 于 分 子 上 有 站 (K 一 P) ,所 以 分 母 中 的 Fc 与 


=—— 2riB(E,—E) (x) (P,—P.,) | 


3 二 相 消 而 得 到 最 后 的 式 子 . 
(c) 类 似 地 ,可 写 出 Amp'” 及 相应 的 图 5. 13. 
Ap —— 2nid(E, — E) (2x)6 (P, — P.) 
12) 


ON roi mi 3 2 
《ET (27) (2 
其 他 的 高 阶 项 可 类 似 写 出 . 总 的 散射 几率 幅 因此 可 以 写成 (现在 加 上 了 和 零 级 项 ) 
Ampri= (pip! | pipi) — 2xid(E;— E,) (2r)388(Pr 一 已 )Tr 
= (2x) 8p — pi (ps — pp) —i(2a) 8 (Py,— Pi)T, 
《5. 6. 13) 


= 一 -== 


图 5. 13 


对 上 面 的 内 容 作 几 点 讨论 : 
Ca) (5.6, 13) 式 中 的 第 一 项 是 向 前 散射 ,对 于 要 改变 方向 的 散射 没有 贡献 . 
(b》(5. 6. 13) 式 中 的 Ti 与 原来 定义 的 Ti 上 略 有 不 同 . 这 里 已 把 癌 (py 一 pi) 明 
显 提出 . 


Tn 一 Von 十 | Ht i (5. 6. 14) 
2 21 
(c) 这 里 的 势 散 射 的 费 曼 图 和 量子 场 论 中 的 两 体 相 互 作用 的 费 曼 图 有 所 不 


同 . 这 里 只 有 梯形 图 而 无 4 这样 的 顶 角 图 ,因为 在 这 里 没有 明显 地 将 中 介 粒 子 的 作 
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用 表示 出 来 . 
(d) 总 的 来 说 ,如 同 经 典 力学 中 一 样 ,已 把 两 体 的 散射 问题 化 为 一 个 有 效 的 一 
体 问 题 . 


5.6.3 两 体 散 射 截面 


不 讨论 向 前 的 方向 而 只 注意 改变 方向 的 散射 , 则 既 迁 的 几率 按 (5. 6. 13) 式 的 
第 二 项 来 计算 
克 | 站 一 | N= [2 (Pr— PD | Trl 
利用 
(2m48t(P/ 一 已 ) = |d'zexp[i(Pj — P,) » z] (5. 6. 15) 
注意 上 式 中 (Pj 一 P;)，x 是 四 维 时 空 的 点 积 , 即 
(Pr— P,) 二 (Er— Et (Pr:— P,) FF 
则 有 
pID | = (2 (Py — P) |dzexp[iCPr 一 已 ) xl*| Ts | 


= (2 (Ps —P,) | Th |dz 
= (x (PP,— Pi) | Tn lVTY 《5. 6. 16) 
其 中 V 是 考虑 的 整个 范围 的 体积 ,是 全 部 的 时 间 . 
现在 考虑 在 单位 体积 内 单位 时 间 里 茎 迁 到 所 有 的 可 能 终 态 的 几率 ,这 时 可 将 
VT 除 掉 并 对 所 有 签 态 求 和 (对 各 种 可 能 的 终 态 动量 求 和 )， 
于 是 散射 截面 可 以 计算 如 下 
单位 时 间 单 位 体积 中 的 跃迁 几率 


TE di ,i a 
= | a0 Os EP P| Tn | (5. 6, 17) 


再 除 以 人 射流 

人 射流 一 章 短 | 下 一 时 | (5. 6. 18) 

其 中 Tl Ta 为 两 入 射 粒子 的 数 密度 ， 册 一 全 | 是 两 粒子 人 射 时 的 相对 速度 . 取 波 函 

数 归 一 为 单位 体积 含 一 个 粒子 , 即 nm ==n; 三 1, 于 是 在 单位 时 间 及 单位 体积 里 散射 
到 所 有 终 态 的 散射 截面 为 

EL dp 时 六 

| 和 vi|, (C2) C2r): 


mh 
FE [二 re(s -入 -2 时) 


A 2 = 到 
oo ae WY) Th | 


四 ran Ee (2n) | Zn 
dp! 
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-下 可 | 而 Hn [a (hm 


er ET 


Co + Ta 


(5, 6. 19) 


在 上 面 的 推导 中 ,第 三 等 式 后 的 dp{ 的 积分 的 为 对 dE; 的 积分 . 由 于 积分 
号 下 的 函数 对 EE; 的 积分 可 积 出 ,再 作 分 母 下 的 微 商 即 得 第 四 等 式 . 上 式 中 的 6 


是 Pi 与 pi 之 间 的 夹 角 . 上 式 两 端 对 do 微分 得 


dg 1 WY [Tl 
de | Viri| (2r): PP—Picos0 
Li Tis 
选择 质心 系 ,会 使 上 述 公式 更 为 简便 , 如 图 5. 14 所 示 , 在 质心 系 中 有 
P=P,:=0 
p=—pi, pi=—pi, |p{|=|pi| 
. 
4 
图 5. 14 
因此 
9i- 叶 =1 玫 一 一 |=| 下 二 下 |= 攻 
| mis | 上 
于 是 (5. 6. 20) 式 成 为 
do oD) 
do pi (C27) 和 二 站 一 
tl Trls 
2 
一- 上 . | 2 
(2rn): | Tn 
或 
fi 一些 Tp 


《5. 6. 20) 


《5, 6. 21) 


《5. 6. 22) 


(9. 6, 23) 


(5. 6. 24) 


不 过 ,以 上 的 讨论 只 是 为 了 计算 方便 才 在 质心 系 中 进行 ,要 与 实验 对 照 仍 需 回 到 实 


验 坐 标 系 . 这 时 有 
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do _ do dg 
dn dn dn 
为 此 只 需 将 (5. 6. 23) 式 的 结果 乘 上 两 坐标 系 间 的 立体 和 角 元 的 关系 即 可 , 注意 ,在 上 
式 中 为 了 清楚 标明 是 在 什么 样 的 坐标 系 中 得 到 的 微分 散射 截面 ,将 (5. 6. 23) 式 


dz do i es .do 
dn 让 与 成 4peF ' 向 左 方 的 实验 坐标 篆 的 微分 散 别 截面 表 不 成 4 


《5. 6, 25) 


5. 6.4 全 同 粒 子 的 散射 


(a) 前 面 的 两 粒子 散射 都 是 指 的 两 种 不 同 的 粒子 . 如 果 是 两 个 全 同 的 粒子 散 
射 , 那 么 由 于 有 全 同性 原理 会 带 来 什么 样 的 新 规律 呢 ? 可 从 图 5. 15 来 看 非 全 同 粒 
子 与 全 同 粒子 散射 之 间 的 差别 何在 :(i 如 两 粒子 不 是 全 同 粒 子 , 则 散射 时 如 图 所 
示 , 太 (的 与 f(x 一 从 是 不 同 的 散射 结果 ,因为 两 者 对 应 于 接收 到 的 粒子 是 不 同 的 
粒子 . (ii) 如 是 全 同 粒 子 , 则 应 把 (四 与 f(r 一 站 合 起 来 作为 统一 的 散射 几率 
幅 , 因 为 这 时 两 种 结果 看 到 的 是 不 可 区 分 的 同一 种 粒子 . 所 以 ,在 不 同 粒子 散射 
时 有 


( 宪 } = |f.(0 | 
(5. 6. 26) 
下 二 | 让 (一 的 | 
而 在 全 同 粒子 的 情形 下 
de | pt) + fts (5. 6. 27) 


dn 
下 面 分 别 对 两 种 全 同 粒 子 一 一 玻 色 子 和 费 米子 加 以 讨论 ， 


图 5. 15 


(b) 全 同 玻 色 子 的 散射 . 
对 应 于 (四 的 直接 散射 的 费 曼 图 如 下 ( 见 图 5. 16)， 
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Pp, pb 户 
网 A 
A 六 ni 户 Ph P, 
图 5. 16 
对 应 于 (x 一 站 的 交换 散射 的 费 曼 图 如 下 ( 见 图 5. 17) 
PL Pa PI Pp 
Pp Pp, P, pp, 
图 5.17 


上 述 的 全 同 玻 色 粒 子 散 射 的 理论 分 析 结果 可 以 用 低能 e 粒子 的 散射 实验 来 验 
证 . 因为 低能 a 粒子 的 能 量 低 ,它们 在 散射 中 由 于 库仑 排斥 作用 的 存在 使 得 散射 时 
距离 无 法 很 接近 ,因此 存在 于 它们 之 间 的 短程 核 力 不 起 作用 . 换 句 话说 ,不 需要 考 
虑 传递 核 力 的 中 介 粒 子 . 这 时 a 粒子 间 只 有 库仑 相互 作用 的 势 散射 ,因此 目前 的 理 
论 是 适用 的 , 故 有 


全 一 | fi(0) + fr—0) | 


一 | 磊 ( 的 有 下 十 | 万 (一 的 下 十 2Re fr (Mfi(rx—D (5.6.28) 
这 样 的 结果 和 直接 将 | fi( 四 | 和 | f(x 一 们 1 加 起 来 多 了 后 面 的 干涉 项 ,特别 是 


= 亏 时 的 散射 尤为 突出 . 如 不 考虑 无 干涉 项 ,这 时 


名 一 | 天 (要 )P 十 | 记 ( 要 ) 一 21 天 (可 ) 民 (5. 6. 29) 
考虑 了 干涉 项 时 ,有 : 
氏 ==| 所 (至) I++ 大 (要 )2 二 21 天 (要 ) 
=4|f.(3)! (5. 6. 30) 


比较 (5. 6. 29) 和 (5. 6. 30) 式 的 结果 可 知 , 正 确 考虑 了 全 同性 原理 得 到 的 微分 散射 
截面 比 不 考虑 时 得 到 的 微分 散射 截面 大 一 倍 ,实验 肯定 了 (5. 6. 30) 式 的 结论 . 
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下 面 为 了 分 清 全 同 玻 色 了 于 和 全 同 费 米子 在 散射 时 的 不 同 之 处 ,准备 从 波 函 数 
的 角度 来 讨论 ,因为 从 波 函 数 来 看 两 者 的 差异 表现 得 最 清楚 . 
(i) 首先 回忆 一 下 两 种 不 同 的 粒子 的 散射 ,如 
图 5. 18 所 示 ,采取 在 质心 系 中 讨论 . 
irr ) 一 V(r,R) 
其 中 
R= Lin +r:) 
2 《5. 6. 31) 
FS=F— Fs 
在 质心 系 中 两 粒子 系统 的 运动 ,如 前 所 述 ,分 成 质 
心 运动 与 相对 运动 两 部 分 . 质心 运动 不 受 散 射 的 影 
响 , 这 部 分 取 平 面 波 的 形式 ;相对 运动 是 散射 问题 ， 


故 总 的 波 函 数 由 如 下 的 两 部 分 组 成 
Vr,R) = expLliP*: RI* Yt (r) (5, 6. 32) 
其 中 更” (r) 又 可 分 为 向 前 的 平面 波及 散射 波 两 部 分 . 
La 一 是 十 二 wr f, (0) (5. 
将 入射 方向 取 作 zz 方向 ;因此 有 e 一 e 
以 尽 Pi 沿 = 方 向 ， Ps 语 一 = 方向 . 
不 沿 8 方向 ， 三 语 x 一 9 方向 . 
《iD 考虑 全 同 玻 色 子 散射 波 函 数 应 对 称 化 
划一 dur "Fz) 二 rs | ) 


一 (Rr) AR, —r) 
= epa[LW (Fr) + gr)] 


对 于 一 rr): 
宅 二 定 a 一 证] 
也 沿 一 z 方 同 ,ps: 党 z 方 同 ， 
pi 沿 x 一 9 方向 ,p: 沿 8 方向 . 
因此 
JID = er+ efi(n—0) (6. 6, 34) 
即 


YP Cr,R) 一 te 十 二 ee [ 户 ( + fm DD . C6.6.35) 


得 到 和 前 面 一 样 的 结论 . 
(c) 全 同 费 米子 散射 . 和 玻 色 子 的 不 同 之 处 来 自 两 个 因素 :一 是 波 函 数 是 反对 
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称 的 ,二 是 有 半 整 数 自 旋 ,一 般 常 见 的 是 自 旋 忆 的 粒子 . 假定 粒子 之 间 的 相互 作用 


与 自 旋 无 关 , 因 此 波 函 数 可 因 式 化 , 即 这 时 波 函 数 会 的 两 部 分 ,空间 波 函数 和 自 旋 
波 函 数 可 以 分 离 

(1,2) = friora) | 和》 | Xe) — Wrasrn) | x1) | Xe) (5. 6. 36) 
由 于 波 函 数 中 含有 自 旋 的 部 分 ,虽然 假定 它 与 作用 无 关 , 但 由 于 有 全 同性 原理 , 自 
旋 态 状况 不 同时 仍 会 产生 不 同 的 影响 . 

(i) 如 |X) 与 |x >》 是 相同 的 自 旋 态 ,例如 都 是 | 4 》, 则 有 
12) = LAW ma) 一 内 rm | y1) yo) (5. 6. 37) 

和 全 同 的 玻 色 子 散射 波 函 数 比 较 , 除 多 了 附加 的 自 旋 态 | 4 1)| ys) 以 外 ,空间 波 函 
数 部 分 是 反对 称 的 , 故 可 立即 写 出 

$1,2) 一 exp[iP 了 | 41) | 4:) 


[ee —e*+ier[f(0)— f(x—0)]] 5.6.38) 


得 出 

do _ 到 | 

di | OD — f(xr— 人 | 

一 | 大 (六 天 十 | fi | — 2Re fr (Dhlr—) (5. 6. 39) 
和 全 同 玻 色 子 散射 不 同 之 处 在 于 
办， dr 
¢ = 2 时 dn | 和 一 用 

这 就 是 说 当 全 同 的 两 费 米子 散射 时 ,如 它们 的 自 旋 态 相同 ,它们 在 9 了 天 向 上 完 
全 没有 散射 ， 


(ii) 如 两 粒子 的 自 旋 态 是 相互 正 交 的 ,例如 一 个 向 上 ,一 个 向 下 ,这 时 
B12) = WPmyr) | 1) | ya) — Broor)y | 41) | $42) (5.6.40) 


进一步 地 
GB(1,2) em{[ew + Sf1(0)] | 1 
—[e* + 人 f(x] | Yi | ta>) (5. 6. 41) 
do_ Y 
0 ‘| 出) 


一 | fe et | Cys | hy | y+ fr | || | 
—2Re fr (DD ftxr—Dty | vel| yi? | +s) 
A (5. 6. 42) 
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得 到 的 结果 和 没有 干涉 项 的 全 同 玻 色 子 散 射 相同 . 可 以 看 出 ,在 费 米 于 的 情况 下 ， 
尽管 相互 作用 势 和 自 旋 无 关 , 但 散射 的 结果 仍 和 自 旋 状态 有 密切 的 关系 . 如 果 两 粒 
子 的 自 旋 状 态 既 不 完全 相同 又 不 完全 正 交 , 则 这 时 要 将 它们 都 展开 成 向 上 和 向 下 
的 两 部 分 ,再 依 自 旋 相同 和 相互 正 交 的 情形 去 分 别 计算 后 再 合成 . 
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前 面 讨论 粒子 受 外 势 作用 和 粒子 间 相 互 作用 时 都 是 只 作 了 原理 性 的 阐述 ,并 
未 与 粒子 间 的 具体 相互 作用 联系 起 来 . 自然 界 中 已 知 的 基本 相互 作用 虽然 有 寿 干 
种 ,但 在 原子 分 子 范 围 内 主要 的 是 电磁 相互 作用 ,所 以 在 这 一 章 里 将 着 重 讨论 粒子 
间 的 电磁 作用 . 过 去 已 经 发 展 出 了 系统 的 原子 .分 子 理论 以 及 物质 的 光学 .电磁 性 
质 的 理论 . 随 着 研究 的 深入 ,更 多 的 有 关 电 磁 作 用 的 新 现象 和 新 规律 不 断 被 发 现 ， 
因此 本 章 的 内 容 除 了 给 出 物质 中 电磁 作用 的 基本 规律 外 ,也 要 介绍 一 些 与 物质 中 
电磁 相互 作用 有 关 的 新 成 果 . 


6.1 和 荷 电 粒子 的 拉 格 明日 量 


6.1.1 最 小 作用 量 原理 
为 了 讨论 电磁 作用 的 基本 规律 ,首先 回顾 一 下 最 小 作用 量 原 理 . 如 一 个 系统 的 
拉 格 朗 日 量 是 L (x,x bo, 则 该 系统 的 作用 量 S 定义 为 对 它 的 时 间 积 分 
S=| diL(xi,t) (6. 1. 1) 
系统 的 运动 方程 由 作用 量 的 变 分 为 零 决定 , 即 
85= di[L(Ox+ Bx i,t) L(x,t)] 


EA ix]=。 (6.1.2) 
轨道 的 初 , 未 点 是 固定 的 
了 有 一 了 (6.1,3) 
因此 两 端点 的 变 分 为 零 
xti) = xlits)} = 人 0 (8, 1, 4) 
将 (6. 1. 2) 式 的 第 二 项 作 分 部 积分 ,得 
aL _ 了 2 ) eaL_d 3 
0 一 站 5 = | aar， (一 | 二 Bx" I = | dar ( Em | 
(6, 1. 5) 


由 于 变 分 x(t) 是 任意 的 ,所 以 从 作用 量 的 变 分 为 零 导 出 系统 满足 的 运动 方程 为 
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aL_daL 


人 (6. 1. 6) 
例如 ,一 个 粒子 在 势 场 中 运动 时 ,其 拉 格 朗 日 量 为 
1 = 人 TT 一 = Bm 一 VC (6. 1.7) 
由 上 式 得 
BL _ 一 BL_ 
mx ps Ax VV (Ox) C6, 1, 8) 
代 人 (6. 1. 6) 式 便 得 到 熟知 的 粒子 运动 方程 
Se —— Vt (6. 1. 9) 


6.1.2 相对 论 性 粒子 的 哈密 顿 量 


现在 讨论 一 个 相对 论 性 粒子 的 哈密 顿 量 ,看 它 应 当 是 什么 样 的 形式 . 
这 时 首先 要 把 (6. 1. 1) 式 对 上 的 积分 换 成 是 标量 的 固有 时 的 积分 . 回忆 一 下 相 
对 论 的 基本 关系 式 , 即 固有 时 与 四 维 坐 标 (t,x) 之 间 的 关系 ( 取 c=1) 


dl (6. 1. 10) 

人 记 
7 三 一 一 (6.1. 11) 

1 — x 

有 

dr = x (6. 1. 12) 
根据 以 上 的 关系 可 将 作用 量 写 作 

s=|"a 一 | diet (6.1. 13) 


现在 再 从 相对 论 的 协 变性 要 求 来 看 工 应 该 取 什 么 样 的 形式 . 考虑 如 下 ， 

(a) 相对 论 协 变性 要 求 S 应 当 是 标量 , dr 也 是 标量 ,所 以 要 求 xL 也 应 是 标 
量 , 才 能 保证 运动 方程 在 所 有 惯性 系 中 取 同 一 形式 . 

(b) 这 一 标量 应 由 基本 量 x* ,大 所 组 成 ,但 在 讨论 自由 粒子 的 情形 下 四 度 时 
空 具有 平移 的 变性 , 即 运动 方程 对 变换 z+ 一 x* 十 ar 不 变 , 所 以 7L 不 能 售 zz 而 只 
能 是 zz 请 ,一 ma (标量 ) 的 函数 , 即 


A = fm) (6.1. 14) 
根据 以 上 的 考虑 ,得 到 自由 运动 粒子 的 相对 论 性 作用 量 是 
~ | dlnmy = 上 dpi YI 一半 (6. 1. 15a) 


由 此 可 见 


* 132 。 高 等 量子 力学 


,= flm) V1l—¥ (6. 1. 15b) 
代入 运动 方程 


_daL al_da 
daz ar diax 


_d 已 a 四 = 。 
-ai 1 )= Lf mY x] (6. 1. 16) 


上 式 的 第 二 等 式 中 考虑 到 工 不 含 x, 故 且 一 0, 由 上 式 知 [一 fm)yx] 应 是 


守恒 量 . 另 一 方面 ,已 知 相 对 论 性 动量 myx 是 守恒 量 ,两 者 比较 得 fm) 二 一 m, 再 
代入 (6. 1. 15b) 式 便 得 


L=—mvl— Se (6. 1. 17) 
在 非 相 对 论 的 极限 下 得 到 
一 一 严 十 广 相 于 十 … (6. 1. 18) 


上 式 中 的 第 二 项 正 是 非 相 对 论 性 自由 粒子 的 拉 格 朗 日 量 ,由 此 验证 了 上 面 讨 
论 结果 的 正确 性 . 


6.1.3 电磁场 中 运动 粒子 的 拉 格 朗 日 量 

表征 电磁 场 的 物理 量 是 电磁 场 强 ,也 可 以 是 四 度 的 电磁 势 4 = (p,4). 拉 格 
朗 日 量 应 当 是 一 个 标量 ,所 以 粒子 与 电磁 场 看 合 的 可 能 形式 是 万 P， A. 以 下 讨论 
取 这 种 形式 的 合理 性 . 

(a) P 二 (E,p) 也 是 四 矢量 ,所 以 P，A 是 标量 ,同时 该 量 应 和 粒子 的 电荷 e 成 
正比 . 


(b) 看 一 下 它 在 非 相对 论 极 限 下 的 情况 ,所 谓 非 相对 论 极限 指 粒 子 的 速度 很 
小 (uw 一 0)， 于 是 有 二 已 。 A=£ (Epg—p* 人 4) 三 (mg 一 ep， ;从 而 得 到 了 静止 粒 


子 在 非 相对 论 情形 的 静电 势 下 的 拉 格 妆 日 量 . 
(c) 详尽 一 点 说 ,有 了 电磁 场 后 ,整个 的 YL( 不 变量 ) 应 为 


有 
一 一 mwV1 一 各 年 十 e 这 EA 《6. 1. 19) 


其 中 利用 了 关系 
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_dr 
rE 

回忆 一 下 ,在 非 相 对 论 极 限 下 有 
FF = 1， 医 [和 1 二 1 


因此 (6. 1. 19) 式 成 为 


__ /IE,, dr 下 da， 
-myl—% 人 


m+ mx —egp+er:A (6, 1. 20) 


得 出 了 非 相 对 论 极 限 下 粒子 的 动能 .静电 势 及 与 天 势 的 作用 . 不 过 要 注意 的 
是 ,虽然 取 的 是 非 相 对 论 极 限 , 但 并 不 是 把 就 取 为 零 ,所 以 得 到 的 结果 也 包括 了 
粒子 与 矢量 势 的 作用 ,这 就 是 比 (b) 考 虑 得 更 仔细 的 地 方 . 

(d) 将 在 非 相 对 论 极限 下 得 出 的 L(6. 1. 20) 式 代 人 运动 方程 


daL_aL_d,,; _B/_ a 
En mY 十 eA ) mt ep teiAi)= 0 《6. 1. 21) 
注意 在 有 电磁 场 时 粒子 的 正则 动量 是 
p= 全 =mx 二 eA (6. 1. 22) 
下 
所 以 (6. 1. 21) 式 又 可 表示 成 
里 —— evp+e DivA (6. 1. 23) 
由 于 
dA_24|y 3: Mi. 
5 2 Pe a (6. 1. 24) 
以 及 p 的 (6. 1. 22) 式 表示 ,因此 (6. 1. 23) 式 可 改写 为 
让 = 人 (mx 十 eA) = 号 om 十 经 =n 侣 +e 冯 eli.v)A 
一 一 eVp 十 eVAi 
即 


m=e(-vVp— 名 +e[ Dz vA (i vA) 


=e(—vVp—S)texxX(VXA) = eBE+iXB) (6.1.25) 
最 后 得 到 了 具有 正确 洛 仑 兹 力 的 粒子 运动 公式 ,从 而 验证 了 电磁 场 中 粒子 的 拉 格 
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遍 日 量 表示 (6. 1. 19) 式 的 正确 性 . 
6.1.4 哈密 顿 量 


在 量子 理论 中 常 需 用 到 系统 的 哈密 顿 量 算 符 . 为 了 便于 作 量 子 理论 的 讨论 ,所 
以 从 系统 的 拉 格 朗 日 量 出 发 去 导出 相应 的 喻 审 顿 量 . 由 于 现在 讨论 的 是 非 相 对 论 
性 的 量子 理论 ,所 以 应 当 从 非 相 对 论 极限 下 的 工 出 发 求 互 
He LL=i Ll 
Or 


二 mr 二 起) 一 (~m+ Fm +ep—ex “4| 


一 员 十 方 Im 十 eg 
于 

a (6. 1. 26) 
2 和 


上 式 中 的 常量 闷 可 以 省 去 ,后 面 两 项 就 是 常见 的 粒子 与 电磁 场 耦合 系统 的 哈 
密 顿 量 ,不 过 需 留 意 的 是 这 里 还 设 有 包括 裸 电 磁场 的 部 分 . 


6. 2 规范 不 变性 


6.2.1 麦克 斯 韦 方程 


现在 转 而 讨论 用 场 强 表示 的 麦克 期 韦 方程 
VE=p 


DE 本 
v*B ay j 


(6 2, 1) 
VB=0 


XE 十 2 sai 入 
其 中 p,j 是 电荷 密度 及 电流 密度 . 由 于 (6. 2. 1) 式 是 三 维 室 间 的 表示 ,掩盖 了 电磁 
规律 的 相对 论 协 变性 ,为 此 需 将 (E,B) 写 成 一 个 四 度 的 二 阶 反对 称 张 量 的 形式 

0 E, E, E;, 


Fw 一 | (6. 2. 2) 


以 及 将 p,j 组 成 四 矢量 形式 
天 一 (py (6. 2. 3) 
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当然 仅仅 是 形式 上 把 一 些 物理 量 写成 四 度 形式 并 没有 实质 的 相对 论 协 变性 的 
意义 ,但 如 果 能 将 麦克 斯 韦 方程 (6. 2. 1) 式 改写 成 具有 协 变性 的 方程 形式 , 才 会 实 
质 上 满足 协 变性 要 求 

(a) 很 容易 看 出 ,麦克 斯 韦 方 程 (6. 2. 1) 式 的 第 一 式 及 第 二 式 可 以 改写 成 如 下 
协 变 的 矢量 方程 


OF" = (6. 2. 4) 
其 中 
-二 - 信 ) 
(b) (6. 2. 1) 式 的 第 三 .第 四 式 也 可 改写 成 另 一 个 协 变 的 矢量 方程 
BF 一 0 (6. 2. 5) 
其 中 
Fm = efF,, (6. 2. 6) 


综合 以 上 的 结果 可 看 出 麦克 斯 韦 方 程 实 质 上 是 相对 论 协 变 的 ， 
(c) 在 作 洛 仑 兹 变换 


地 区 一 or (6. 2.7) 
的 时 候 , 四 四 度 流 密度 矢量 变换 如 下 
六 一 1 一 > oj (6. 2. 8) 
二 阶 电磁 场 张 量 变换 如 下 F 
Pr 一 Fw 一 = Deanyr (6. 2. 9) 


(Cd) 由 于 张 量 F* 具 有 反对 称 性 ， 所 以 对 (6. 2. 4) 式 两 端 作 微 商 可 以 直接 得 到 
连续 性 方程 
dj’ = AF® =0 (6. 2. 10) 
对 上 面 的 连续 性 方程 作 体积 分 得 
+e)e- 
即 
4Q =—| viar =—| .dS (6. 2. 11) 
其 中 


当 取 V 为 全 空间 时 ,得 (6. 2. 11) 式 的 右 方 | ”jds 一 0, 这 是 因为 无 穷 远 处 j 一 
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定 为 零 , 这 一 结果 保证 了 全 空间 的 电荷 守恒 . 
6.2.2 麦克 斯 韦 方程 的 矢量 势 形 式 


引入 四 度 的 天 量 势 
Ar = (pA) (6. 2. 12) 
将 F* 用 它 来 表示 
Fi = oA'— oAr (6. 2, 13) 
用 场 强 来 表示 是 
E =— vp 一 壮 
B=YVxA 
(a) 由 于 e*” 是 全 反 称 的 , 故 有 
emia = 0 


因此 自然 得 到 麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 (6. 2. 5) 式 
DF” = ,Le (A — OA")] 
= ei TA — oA)=0 
(b) 剩 下 唯一 的 四 矢量 势 应 满足 的 方程 (6. 2. 4) 可 改写 为 
BF 一 Bi(BA4: — oAr) 
一 口 妨 一 BCaA2) = 了 


其 中 引入 
口 三 已 ,他 【6. 2. 14) 
注意 如 下 的 关系 
_1 人 a .9 BW 
se (r= 7 
Be ey 
Y= a,= (#; oT: i 
其 中 
十 ] 
一 1 
下 _] 
6. 2.3 规范 不 变性 


上 面 引信 的 四 拓 量 卸 具 有 一 定 的 任意 性 ,因为 如 果 Ar 是 正确 表示 场 强 的 二 
阶 张 量 的 四 矢量 势 的 话 ,那么 对 4 作 如 下 的 规范 变换 
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Ar=Ar+oX (6. 2. 15) 
X 是 一 个 标量 , 则 由 A* 得 到 的 已 ”和 原来 的 Fe" 一 样 
下 一 BA 一 BA 十 (DT 一 人 其 
= yA yAr= FEF" (6 2. 16) 
可 见 经 过 (6. 2. 15) 式 的 规范 变换 后 的 A 仍然 给 出 同一 个 Fe ,这 种 性 质 叫 做 规范 
变换 的 不 变性 . 
要 想 去 掉 这 种 任意 性 ,可 以 给 A 加 上 一 定 的 条 件 , 例 如 可 以 选择 X 使 它 满 足 


X 一 一 Ai (6. 2. 17) 
经 过 这 样 的 (6. 2. 15) 式 变换 后 的 4A "就 满足 
3.47 一 DA 十 33 = 一 aaA 二 X 一 0 (6. 2. 18a) 
把 A 的 撤 号 去 掉 ,写成 
BA*=0 (6. 2. 18b) 


上 述 的 对 矢量 势 的 这 个 约束 条 件 叫 洛 仑 兹 规范 ,把 它 代入 (6. 2. 14) 式 后 得 到 在 党 
仑 兹 规范 条 件 下 的 麦克 斯 韦 方程 为 
DAr= 产 (6. 2. 19) 
这 就 是 说 利用 规范 不 变性 可 以 给 矢量 势 加 上 一 个 如 (6. 1. 18b) 式 规定 的 性 质 . 值 
得 注意 的 是 ,尽管 有 了 规范 条 件 , 例 如 选取 洛 仑 兹 规范 ,四 矢量 势 仍然 没有 完全 确 
定 下 来 ,因为 如 果 Ar 满足 (6. 2. 18a) 式 ,那么 另 一 个 A“ 
4 一 4 十 By (6. 2. 20) 
只 要 7 满足 
Ln=0 (6. 2. 21) 
则 A* 也 一 样 满足 (6. 2. 18b) 式 . 当然 现在 的 任意 性 终归 要 比 原来 的 小 了 一 些 . 


6. 2.4 量子 理论 的 规范 不 变性 


前 面 讲 的 规范 不 变性 都 是 在 经 典 理 论 的 框架 下 进行 的 . 现在 要 问 在 量子 理论 

的 框架 下 这 种 规范 不 变性 是 否 仍 然 成 立 . 在 量子 理论 中 ,动力 学 方程 是 如 下 的 薛 定 
请 方程 

iay = Hy = | 六 Civ—A) + ly (6. 2. 22) 


如 果 在 量子 理论 中 这 种 规范 不 变性 仍然 成 立 的 话 , 那 么 在 Ar 作 了 (6. 2. 15) 式 的 
规范 变换 后 , (6. 2. 22) 式 的 形式 就 应 当 不 变 . 不 过 在 检验 (6. 2. 22) 式 的 形式 是 否 不 
变 之 前 ,应 当 注 意 到 男 一 个 重要 的 因素 , 那 就 是 在 量子 理论 中 四 矢量 势 是 作为 算 符 
进入 到 系统 的 哈密 顿 量 中 去 的 . 但 是 量子 理论 中 还 有 另 一 要 素 波 函数 ,因此 我 们 自 
然 要 问 在 算 符 作 变 换 时 , 波 函 数 是 否 也 要 作 相 应 的 变换 才能 使 动力 学 方程 在 总 的 
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变换 后 形式 不 变 呢 ? 答案 是 在 量子 理论 的 规范 变换 中 , 波 函 数 自然 也 应 作 相 应 的 
变换 , 即 在 量子 理论 中 总 的 规范 变换 应 是 算 符 和 波 函 数 的 同步 变换 

Ar=A+oXx, y=e"y (6. 2. 23) 
下 面 就 来 证 明 在 规范 变换 (6. 2. 23) 式 下 , 醉 定 记 方 程 (6. 2. 22) 式 的 确保 持 形式 不 
变 , 即 在 变换 后 仍 是 


| 马 二 1 = = ”所 时 下 ‖ 
‘a Ez tep’ ly (6. 2. 24) 
首先 看 (6. 2. 24) 式 的 左 方 
i ay Co ji 总 (eg) ， i e egypt ie oR (6, 2 25) 


再 看 (6. 2. 24) 式 的 右 方 
[ 志 iV—A :+p ly 


Il :oo_ 2 | ONY | -i 
= | 去 1 多 一 师 十 e 允 1 +e(s+ax) | Wp 


= iV -At Devxe yiew wy 一 下 cy 
十 eV Xe “yp) 十 e( 一 )e™y 


= eA)’ 十 ep p+e dte™y 


2771 
a 下 二 ea erg (6. 2. 26) 


(6. 2. 25) 和 (6. 2. Wa 这 样 就 证 明了 规范 变换 后 同 
样 形 式 的 薛 定 谓 方程 成 立 , 即 量子 理论 中 仍然 存在 相应 的 规范 变换 不 变性 . 这 里 要 
附加 说 明 两 点 ; 

(a) 在 规范 变换 中 波 函 数 的 变换 为 二 ey. 

(b) 因此 有 | 多 | 一 | 9 , 即 在 规范 变换 中 粒子 的 几率 分 布 不 变 . 看 起 来 似乎 
这 样 的 波 函 数 规范 变换 不 会 有 任何 物理 效应 ,但 是 不 要 忘记 波 函 数 一 般 是 一 个 复 
数量 , 相 因子 同样 会 起 着 重要 的 作用 . 从 下 面 一 小 节 的 讨论 中 就 将 看 到 波 函 数 的 相 
因子 如 何 产 生物 理 效 应 . 
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6. 3 Aharonov-Bohm 效应 


Aharonov-Bohm 效应 是 一 个 很 有 意义 的 物理 效应 . 它 在 20 世纪 中 期 首先 被 
从 理论 上 预言 ,后 来 在 实验 中 得 到 了 证 实 . 这 个 被 称 之 为 A- 了 B 效 应 的 物理 现象 说 
明了 重要 的 两 点 :一 是 说 明了 波 函 数 的 相 因 子 的 重要 性 ,二 是 改变 了 经 典 电磁 理论 
中 认为 只 有 场 强 F* 才 有 实质 的 物理 意义 而 四 矢量 势 似 乎 只 是 一 种 辅助 的 数学 工 
具 的 看 法 . 这 种 看 法 来 源 于 四 天 量 势 具有 的 规范 变换 的 任意 性 . A- B 效 应 证 实 了 
四 矢量 势 本 身 具 有 实质 的 物理 意义 . 为 了 阐明 A- 也 效应 ,让 我 们 先 回 顾 一 下 电子 
的 量子 理论 的 双 甸 实验 


6.3.1 双 钾 实验 


如 前 所 述 ,电子 穿 过 双 镍 不 是 沿 确定 轨道 到 达 屏 上 ,或 者 按 路 径 积分 的 看 法 来 
讲 它 是 沿 无 穷 多 根 权重 不 同 的 路 径 到 达 屏 上 的 ,图 6. 1 中 标示 出 其 中 的 主要 贡献 
的 经 典 轨道 ,而 且 事实 上 有 显著 贡献 的 是 那些 围绕 经 典 轨道 的 无 数 条 邻 域 的 路 径 ， 
不 过 由 于 它们 都 在 经 典 轨道 的 邻 域 ,所 以 其 几率 幅 与 相 因子 都 可 以 由 经 典 轨道 主 
要 来 表征 . 


图 6.1 
(a) 电子 通过 上 终 到 屏 上 P 点 时 , 它 的 相位 与 离开 源 时 的 相位 差 为 
exp(i| “dt mx?)~ exp (ia +i2za) (6. 3. 1) 
其 中 1 是 德 布 罗 意 波长 
2 一 和 
A md, Fd) (6. 3. 2) 
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(b) 电子 褒 下 多 到 达 P 点 时 起 主要 贡献 的 经 典 轨 道 的 相位 变化 是 
exp (i| ae Bmx )~ exp (ie ti 《6. 3. 3) 
《c) 如 记 电 子 在 离开 源 时 的 波 函 数 为 加 到 达 屏 时 由 于 其 相应 的 相位 变化 由 
(6. 3. 2) 及 (6. 3. 3) 两 式 给 出 ,其 波 函 数 分 别 应 为 
hh = fhexp (ie +ia) 
2nd 2nd SR 
hap (Uti He) 
于 是 屏 上 已 点 的 波 函 数 为 
由 一 jhexp (i +i ) 1+ exp(i2r 2 = ) | (6. 3. 5) 
因此 到 达 屏 上 已 点 的 几率 ( 光 强 ) 为 
pl?= Il[1+exp (i2x 时) |[1+exp (一 ix 空 二 生 ) 
= 4 | gl? eos TET—a) (6. 3. 6) 
(d) 由 图 6. 1 知 L 污 5S,8, 因 此 有 


i 5 证 5 
d=NL+(S+5) 兰 V 严 十 + 


= VL + gsingd 
同 理 有 
dh VILTTT sihd (6. 3.7) 
将 (6. 3.7) 式 代入 (6. 3. 6) 式 ,得 到 电子 在 屏 上 激 起 的 强度 分 布 为 
Ti0) ~ [6|? = 4 cosind sn (6. 3. 8) 
屏 上 形成 的 衍射 花样 如 图 6. 2(a) 所 示 ， 
6. 3.2 ”A-B 效应 


在 狭 锋 的 后 面 放 一 根 很 长 的 细 螺 线 管 , 如 图 6. 2(b) 所 示 , 管 轴 垂 直 于 纸 面 , 管 
的 半径 为 R. 
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a 
ms 
i 


【al tb) 


图 6.2 


Ds r<R 


= , (6. 3, 9) 
站 十 B 全 r 心 拔 
其 中 二 是 纸 面 内 与 位 置 和 撩 量 r 垂直 的 单位 矢量 . 
可 以 证 明 (6. 3.9) 式 给 出 的 先 量 势 的 表示 式 是 正确 的 ,因为 由 它 给 出 
] Bi/lps\_ pr 
ON i 
B 一 YXA 一 站 二 总 (4) 一 1 (6. 3. 10) 
lia(3BR)=0 r=>R 
广 Or\2 


其 中 天 是 垂直 纸 面 的 单位 矢量 . 
在 加 上 螺 线 管 后 ,我 们 再 来 看 电子 到 达 屏 上 的 相 因子 变化 ,没有 螺 线 管 时 , 相 


因子 的 变化 主要 来 自 “经 典 轨道 "的 路 径 积分 exp fi | 中卫) 有 了 产生 螺 线 
管内 磁场 的 矢量 势 4 后 ,相应 的 拉 格 朗 日 量变 为 
二 一 mx!+et .A (6. 3. 11) 
因此 穿 过 上 下 鲜 的 “经 典 轨道 ”的 相 因子 变化 分 别 变 为 
exp| i | (zm i FE)a|= exp [i EC +ie| ,4 de | 
上 


《6. 3. 12) 
exp (Bm 二 eA * 下)d]= exp i 至 (d。 十 吃 ) +ie| ,A 。 dx | 
《6. 3. 13) 


两 个 路 径 到 达 屏 上 时 的 相位 差 变 为 
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exp| i2r 4 二 +ie(| -| )4， dx |= exp (i2n 茎 二 1: 十 ie 中 4 dx 


(6. 3. 14) 
其 中 
hardr=|vxA.ds=|B. ds= BrR: (6. 3. 15a) 
这 时 屏 上 电子 的 强度 分 布 为 
1(0) = 41,x cosz (至 sin 0 十 汪 BnR* ) (6. 3. 15b) 


表现 为 衍射 花样 向 上 推 了 一 段 .从 以 上 的 讨论 中 我 们 得 出 以 下 几 点 有 意思 的 结论 ， 

(a) 上 述 的 A-B 效 应 清楚 地 说 明了 A 确实 有 实际 意义 ,因为 在 上 .下 “经 典 轨 
道 " 所 经 之 处 是 没有 场 强 的 ,但 势 4 不 为 0. 这 是 矢量 势 产 生 的 物理 效应 . 

(b) A-B 效 应 的 根源 在 于 在 上 .下 路 径 上 相 因 子 变化 的 不 同 . 这 说 明了 在 量子 
理论 中 相 因 子 所 起 的 作用 . 

Cc) 人 们 也 许 会 提出 这 样 的 问题 ,因为 A-B 效 应 来 自 矢量 势 , 但 矢量 势 A 是 允 
许 规 范 变 换 的 ,那么 这 个 效应 是 否 与 规范 的 选取 有 关 呢 ? 如 有 , 则 它 仍 不 是 实质 
的 . 只 有 当 它 与 规范 的 选择 无 关 时 才 是 真正 的 物理 效应 . 下 面 将 证 明 它 的 确 与 规范 
的 选择 无 关 . 在 规范 变换 时 

A 一 A 十 VX (6. 3. 16) 

而 


中 AT+V2 dr 一 和 dr 中 vx dx 
=H4.dr+| vx (VX .ds 


= 和 vi (6. 3. 17) 


这 样 就 证 明了 A-B 效 应 的 确 与 规范 的 选择 无 关 . 
(d) 需要 补充 说 明 的 是 ,以 上 都 是 围绕 “经 典 轨 道 " 来 讨论 的 ,所 以 它 只 突出 了 
主要 的 定性 性 质 ,精确 的 讨论 还 应 将 所 有 路 径 都 考虑 在 内 . 


6.4 电磁 场 


在 前 面 讨论 粒子 与 电磁 场 之 间 的 作用 时 ,对 粒子 一 直 用 量子 理论 处 理 ,而 对 电 
磁场 还 停留 在 用 经 典 场 处 理 的 阶段 ,同时 也 设 有 讨论 电磁 场 本 身 对 哈密 顿 量 的 贡 
献 . 为 了 进一步 地 这 入 讨论 和 构建 一 个 宛 整 的 量子 理论 ,我 们 应 当 把 电磁 场 也 量子 
化 , 即 把 电磁 场 看 做 是 一 个 光子 体系 . 这 时 粒子 与 电磁 场 之 间 的 作用 和 粒子 与 粒子 
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间 的 电磁 作用 便 可 看 做 是 粒子 与 粒子 通过 光子 中 介 而 产生 的 相互 作用 , 但 为 了 对 
电磁 场 进行 量子 化 ,首先 还 知 要 对 电磁 场 的 经 典 场 论 内 容 作 深入 一 点 的 讨论 ,因为 
电磁 场 作为 场 和 粒子 体系 有 一 个 显著 的 不 同 之 点 ,就 是 粒子 具有 有 限 的 自由 度 
x( 思 而 场 A (z, 具 有 无 限 的 自由 度 , 所 以 需要 就 此 作 一 些 特别 的 讨论 ， 


6.4.1 拉 格 朗 日 量 密度 


由 于 场 如 (x,t) 有 无 限 的 自由 度 ; 所 以 必须 先 引 入 它 的 拉 格 朗 日 量 密度 
A(x, 四 而 不 是 直接 就 讨论 拉 格 朗 日 量 ,因而 作用 量 不 再 是 直接 表示 为 拉 格 朗 日 量 
对 时 间 的 积分 ,而 是 表示 为 拉 格 度 日 量 密度 对 时 间 及 空间 的 积分 


有 一 Jar Ce (6.4.1) 


为 简明 起 见 , 以 下 的 讨论 以 单 分 量 的 场 B(z) 寺 B(x,1) 为 例 . 场 的 拉 格 朗 日 量 
密度 一 般 既 是 (x) 的 泛 函 ,也 是 .B(x) 的 泛 函 ,这 时 对 作用 量 的 变 分 既 有 来 自 场 
的 变 分 5B(r), 也 有 来 自 8(3,C(B(z))) 的 变 分 , 即 


1_[ aL aL 
89 = ja z| 2 (十 00 6(z) | (6. 4. 2) 
利用 6.8 (C7) 一 .8B(z), 并 对 上 式 右 方 第 二 项 作 分 部 积分 并 应 用 作用 量 
原理 
4 “| 马上 aL Bb 
一 |az[ dz 32(7) 一 9 sa, Be ps) | er dl 
i ET aL 过 
= |az| 各 二 种 一 3 5 | 35(z) =0 CB- 4. 8) 
由 于 Rd 所 以 得 到 如 下 的 B(xI) 场 应 满足 的 运动 方程 
aL _ dL 
一 和 于 (6.4.4) 


6,4.2 电磁 场 的 拉 格 朗 日 量 密度 


上 面 导出 的 运动 方程 是 普 适 的 , 它 适 用 于 各 种 场 ,包括 电磁 场 . 已 知 电 磁场 的 
规律 在 洛 仑 兹 时 空 变 换 下 具有 协 变性 ,变换 时 新 旧 坐 标 间 有 如 下 的 关系 : 

(a) dz "一 ) 六 dz |u-o, 这 是 运动 时 钟 变 慢 的 效应 . 下 标 dz 一 0 表示 旧 坐 标 系 
中 的 时 钟 是 静止 的 ， 

(b) dr1 一 ydzl |u"-o, 这 是 洛 仑 兹 长 度 收 缩 的 效应 ,zl 表示 空间 坐标 在 运动 
方向 上 的 投影 ,dz? 王 0 表示 旧 坐 标 中 dz1 两 端 是 同时 的 . 

(c) dr 一 drl， zl 是 空间 坐标 在 垂直 运动 方向 上 的 投影 , 综 人 台 以 上 三 点 可 
知 ,在 说 仑 兹 坐标 变换 下 积分 的 测度 不 变 , 即 

dr = dr "drid = dedel x)= dx (6. 4.5) 
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田 一 方面 ,一 个 系统 的 作用 量 是 一 个 固有 的 物理 量 , 它 应 当 是 在 洛 仑 兹 坐标 变 
换 下 不 变 的 标量 ,因此 也 就 要 求 拉 格 朗 日 量 密度 也 是 洛 仑 兹 标量 . 根据 这 一 要 求 ， 
由 电磁 场 的 FY ,A* ,jr 这 些 物理 量 来 构成 一 个 标量 的 L, 其 最 可 能 的 形式 可 以 表 
示 如 下 

L =—— FnFr —7A, (6. 4. 6) 

它 的 正确 性 将 由 以 下 两 点 来 证 明 : 一 是 可 以 明显 看 出 它 确实 是 标量 ,二 是 将 它 
代 人 运动 方程 可 以 导出 正确 的 麦克 斯 韦 方 程 . 证 明 如 下 : 

由 (6. 4. 6) 式 可 得 


一 一 六 


0 a 
| 4 (dAs — ph) —jA, | 
=—[(8,A,—3A,) — (A, — dA) + (A, — aA,) 
A AA (da =— 
将 上 两 式 代 人 运动 方程 (6. 4. 4) 式 即 得 麦克 斯 韦 方 程 
a Fe = (6.4.7) 


> 


6. 4.3 电磁场 的 哈密 顿 量 密度 


获得 了 正确 的 拉 格 明日 量 密度 后 便 可 导出 电磁 场 的 哈密 顿 量 密度 . 根据 哈密 
顿 量 密度 与 拉 格 朗 日 量 密度 的 关系 ,有 
h= 2 By Rk 十 二 FeFw 十 john 


Bt 一 aA 
(8) 
=E. v3(E +B) +j,Ar (6. 4. 8) 
在 导出 上 式 时 用 到 了 以 下 一 些 性 质 ， 
84 ak aA, _ 
(a) Pu a Br 故 有 了 一 (Fo 十 BAo) 
BL a / 1 
(b) 一 一 人 REPor ) 
aA aA Fs 
(二 
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(c) —(Fot aA)FY=— (FotaA)P™ 
=—T(E+aG)(—E)=E+E. vo 
(d) FF"F, = (BE?) 


在 作 进 一 步 讨论 时 还 需要 选 定 规范 . 如 果 关 心 的 是 粒子 的 速度 远 小 于 光速 的 
情形 , 则 选取 库仑 规范 条 件 更 为 方便 . 库仑 规范 的 条 件 是 


vV.A=0 (6. 4. 9) 
如 果 现 有 的 A 不 满足 库仑 规范 条 忻 , 则 可 选择 X(z) 
Xz) = 一 az 圭 Te V's ACx st) (6. 4. 10) 
作 规范 变换 
一 和 一 避 天 (6.4. 11) 
则 可 得 


VV。 A’= Vat vy =。 Alx' ,1) 
= vA—|drd (x—x) vV’. AC',t) =0 (6.4.127 
即 通 过 以 上 的 变换 可 以 使 变换 后 的 4 ”满足 (6. 4. 9) 式 的 条 件 . 假定 已 选 定 A 满 
中 库仑 规范 条 件 , 这 时 来 看 麦克 斯 韦 方 程 口 生 一 (B.A7)== 六 , 当 取 v=0 时 ,上 述 
方程 成 为 
( 仿 一 V7)A4? 一 (BA —V A)= ( 秋 一 YA 一 ah 
= 一 V7?A = 二 六 = 
即 
VB =—p (6. 4. 13) 
或 


dx,t) == [x pe pp LAD (C6, 4. 14) 
从 得 到 的 (6. 4. 14) 式 可 以 得 出 一 个 重要 的 结论 , 即 在 库仑 规范 条 件 下 ,电磁 场 的 标 
量 势 完全 决定 于 电荷 密度 而 与 流 密度 无 关 . 


6.4.4 库仑 规范 下 的 哈密 顿 量 
将 (6. 4. 8) 式 的 哈密 顿 量 密度 改写 一 下 
h= (E+B)+E. Vo+j,A’ 


= 让 (E: +B)+V. (GE)— GV. EtjA’ (6. 4. 15) 
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然后 分 别 对 上 式 的 各 项 予以 讨论 . 

(a) 因为 总 要 将 有 代 人 积分 去 求 系统 的 哈密 顿 量 全 ,第 二 项 V ， (gE) 对 空间 
积分 后 成 为 无 穷 远 处 的 表面 项 ,因而 为 0, 不 起 作用 , 故 可 舍 去 . 

(b) 在 库仑 规范 里 有 


ov, {vA ga Am. A) vA 
7 ,时 一 9 (一生 一 生产 一 9 一 站 (人 VA yp 
因此 (6. 4. 15) 式 中 的 第 三 项 与 第 四 项 可 以 写成 
一 到 E+jA’=— BV E+jA' tt jia 
= 一 gp 十 到 一 j "A = 一 j*A (6. 4. 16) 
综合 (a),(b) 的 讨论 ,天 可 表示 成 
六 (到 +B)—j.A4 (6. 4. 17) 


为 了 从 蛤 密 顿 量 密度 积分 得 出 系统 的 哈密 顿 量 , 先 作 一 点 准备. 对 于 任何 一 个 
矢量 场 正 总 可 以 将 它 分 解 成 纵 , 横 两 部 分 , 即 


下 一 下 | 十 下 (6. 4. 18) 
其 中 
VsF=0, VXF,=0 《6. 4. 19) 
这 一 点 可 以 简单 证 明 如 下 . 对 任意 矢量 场 正 作 傅 里 叶 变 换 
F(x) = | f (hye dk 《6. 4. 20) 
然后 将 FoK) 分 解 为 沿 直 方向 的 户 有 和 垂直 于 下 方向 的 廊下 ， 
fo = fk FR (6. 4. 21) 
其 中 天 和 天 分 别 是 沿 站 方向 和 垂直 于 上 方向 的 两 个 单位 舌 量 ,并 有 
万 一 扩大 
(8, 4. 22) 
f1= 了 Rj 
然后 定义 


Fl 三 | kew*dk 
| (6. 4. 23) 
F 和 | 六 局 edk 
便 可 证 它们 满足 (6. 4. 19) 式 的 条 件 . 把 上 面 对 一 般 矢 量 场 可 分 解 为 纵横 两 部 分 的 
结论 应 用 到 电场 强度 E 上 
E=E,+E, (6. 4. 24) 
横 场 


第 6 章 粒子 的 电磁 作用 *。147 。 


Va E = 0 
纵 场 
vxE, = (6. 4. 25) 
另 一 方面 
E=—ve—% (6. 4. 26) 
在 选择 库仑 规范 的 条 件 下 将 (6. 4. 24) 式 与 (6. 4. 26) 式 作 比 较 可 知 
El 一 一 Vy 
a4 (6. 4. 27) 
El=—% 
这 是 因为 
VX(— Yop)=0 
& 
V ， (党 )=- 辣 (v。 Aj =0 (6. 4. 28) 
同时 因为 “4 一 0, 便 知 上 是 横 场 , 即 
大 二 在 ， (6. 4. 29) 
因此 让 对 空间 的 积分 为 


| 天 8z= | (El Edzr = | (-vo- 半 ) dz 
=|| vo:+(- 2 ) +2(v®(: )jaz 
=|| ce 二 (2 一 38 总 (4D ez+2|6s | 


-ear+( 旦 ) EE (6. 4. 30) 


上 式 第 三 项 在 库仑 规范 下 为 零 , 第 四 项 是 在 无 穷 远 处 的 面 上 取 值 自然 为 零 . 利用 
(6. 4. 30) 式 及 (6. 4. 15) 式 ,得 到 系统 的 哈密 顿 量 为 


一 jaaz 
二 Jz[# B+) —j*4| 


2 | 
= |ez| 卫 (VXAL) + (Vo)?+ 6 —j A | (6. 4. 31) 


对 上 式 中 的 第 二 项 作 分 部 积分 
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| (Vo) dir= V (pV gp)om —|gv “gpdizx 


ox) p(x )d rd 
= [gp z= | Ce 
j* fF drxr|lx—x | 


上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 (6. 4. 14) 式 ,这 样 (6. 4. 31) 式 最 终 可 表示 为 


H=|dz[ 二 (YXAL 7 十 广 ( 强 -) 一 ; “A | 


《6. 4. 32) 


1 px) ox J rd xr (6 4 33) 
2 dr|x—x | 和 
至 此 可 以 得 出 如 下 一 些 结论 ， 
(a) 取 库 仑 规范 时 ,矢量 场 为 横 场 ; 
(b) 系统 的 哈密 顿 量 分 成 场 能 以 及 场 与 物质 的 荷 与 流 之 间 的 相互 作用 两 
部 分 ; 
(c) 场 与 荷 、 流 之 间 的 作用 又 明确 分 为 矢量 场 与 流 的 作用 以 及 标量 场 与 荷 的 
作用 ,后 者 还 可 看 做 是 荷 与 荷 的 作用 . 


6.5 磁 单 极 
6. 5, 1 麦克 斯 韦 理论 的 电磁 不 对 称 


麦 殉 斯 韦 理论 虽然 成 功 地 描述 了 电磁 的 规律 ,而 且 也 符合 相对 论 的 协 变性 要 
求 , 但 它 存在 着 明显 的 电 与 磁 的 不 对 称 性 , 即 在 麦克 斯 韦 方 程 组 里 出 现 有 电荷 及 电 
流 密度 而 没有 磁 荷 及 磁 流 窗 度 . 为 了 清楚 起 见 , 这 里 将 麦克 斯 韦 方 程 组 重 写 如 下 
i vxB— =j 
vV.B=0 VXE+ =0 
或 写成 协 变 的 形式 为 
[aF" =7 
Ia.F*” =0 
设想 一 下 要 是 真 的 有 电 与 磁 的 完全 对 称 性 的 话 ,那么 电磁 对 称 的 方程 组 则 似 应 写 
成 如 下 的 形式 


(Fw 二 eepF) (6.5. 2) 


ot 


,了 一 了 XB 一 站 一 } 
(6.5.3) 
V B=p, vxE+ 一 着 
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et es (6, 5, 4) 


8 ”一 加 
其 中 mw 是 磁 荷 ,j, 是 磁 流 密度 . Dirac 最 先 提 出 电磁 对 称 理论 的 设想 ,并 且 他 从 这 
样 的 理论 出 发 还 得 到 一 个 十 分 有 趣 的 结论 . 下 面 就 来 讨论 他 的 论证 . 
6.5.2 Dirac 磁 单 极 假想 


(a) 如 果 有 磁 荷 存在 并 有 


本 (6. 5. 5) 
则 和 相应 的 Y “五 王 p 完全 一 样 , 可 知 一 个 磁 荷 pw 产生 的 磁场 分 布 一 定 为 
B = Sr (6. 5. 6) 
相应 的 矢量 势 可 以 在 球 坐 标 中 表示 成 
A — gup os (6. 5. 7a) 
或 
4 =—— gp eos (6. 5. 7b) 


其 中 已 是 球 坐 标的 方向 上 的 单位 矢量 , (6. 5. 7a) 式 或 (6. 5. 7b) 式 的 正确 性 可 以 
由 将 它们 代 人 下 式 

VxA=B (6, 5. 8) 
看 算出 的 BB 是 否 是 和 (6, 5. 6) 式 一 致 来 检验 . 根据 正 交 曲面 坐标 系 中 矢量 场 的 旋 
量 人 公式, 对 于 矢量 场 WH= (ui + ls 1 Ha ) 有 


a 0 
(Xi = (a E rs (6. 5. 9) 
对 于 球 坐 标 有 如 下 的 关系 
站 一 rr 名 一 和， 名 一 六 《6. 5. 10) 
=H=1, =H=r BOD 
以 A 为 例 , 有 
AD = AP =0, AD = gr Ld (6. 5. 11) 


r sing 


将 (6. 5. 10) 式 及 (6. 5. 11) 式 代 人 (6. 5. 9) 式 ,得 
B, = (VX A), = HS _ (HeAs) | 


HH adrp 
We 1 a Big 1l 一 COS 0) 
rs sin 0 rsing | 
Buy /9r1 Emu 
r: ed on 0 |= - (6. 5. 12) 
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了 [A 一 3 所 ) 
人 外 My HH., op Ar 
~- _& |_ 鱼 (]— : 
ran Be 0) | 0 (6. 5. 13) 
-一 = I 3( 万 4) a(H J pi 十 早 2 
B, = (VX A)s HH 3 |= (0}=0 


《6. 5. 14) 
得 到 的 B 的 确 写 (6. 5.6) 式 给 出 的 一 致 .对 于 矢量 势 A” 的 表示 可 类 似 地 验证 , 
(b) 不 过 ,这 样 的 理论 ,仔细 一 点 考察 会 发 现 它 存 在 着 矛盾 . 为 说 明 其 矛盾 的 
存在 ,我 们 计算 B 在 一 个 闭合 面 上 的 通 量 


|Bxds=|v.Bdz (6. 5. 15) 

(i) 如 果 根 据 (6. 5. 5) 式 计算 , 则 有 
| xds= [by .BPs = | pwdz sy (6. 5. 16) 

(iD 如 果 用 了 一 V XA 来 计算 , 则 有 
|Bxds=|v:Bdz=|vV. (VXA)dr=0 (6. 5. 17) 


因为 YV *， (VY X4) 一 0. 

这 样 一 来 显然 表 观 上 产生 了 矛盾. 这 种 表 观 上 的 矛盾 的 实质 是 (iD 的 计算 没 
错 , 但 (说 的 做 法 是 有 问题 的 ,根源 在 于 不 论 A 还 是 A 都 不 是 在 全 空间 上 的 解 
析 表 示 , 所 以 (6. 5. 17) 式 的 算法 不 成 立 . 这 是 因为 由 (6. 5. 7a) 式 可 知 4 在 0 一 x 
时 有 奇异 性 ,而 A 在 0=0 时 也 有 奇异 性 ,所 以 “ 磁 ” 矢 量 势 不 能 由 单一 的 4 或 音 
一 的 来 描述 ( 见 图 6. 3). 经 过 这 样 的 分 析 以 后 可 以 看 出 ,由 (iD 及 (ii 两 种 计算 得 
到 的 矛盾 不 是 真实 的 ,原因 是 (iD 的 计算 是 不 成 立 的 . 

(c) 以 上 的 分 析 指 明 除 上 ,下 两 极 的 邻 域 分 别 只 能 由 A 或 A 中 描述 外 ,其 余 
4 奇异 ”的 空间 点 4 和 四 都 可 描述 ,并 给 出 相同 的 B 来 ,可 
见 A 和 有 中 之 间 应 当 只 差 一 个 规范 变换 . 根据 规范 
变换 的 公式 及 A" ,A 的 (6. 5. 7a) 式 及 (6. 5. 7b) 式 的 


表达 ,有 
40 一 4 一 pu 一 一 YX (6.5,18) 
4 奇异 得 
图 6.3 X 一 一 2gup (6. 5. 19) 


由 (6. 5. 18) 式 导出 (6, 5. 19) 式 是 根据 球 坐 标 中 的 梯度 
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一 二 3xX 
(YX 一 古 (6. 5. 20) 


推导 如 下 : 球 坐 标的 总 ,本 ,已 由 (6. 5. 10) 式 给 出 ,将 (6. 5. 19) 式 给 出 的 Xx 代 和 人 
(6. 5. 20) 式 得 


日 _ 
(VD, = up) = 0 


(TOs = (一 2gup) 一 0 


eg 
(VX), eT 2gup) —— (6. 5. 21) 


这 就 证 明了 从 (6. 5. 18) 式 到 (6. 5. 19) 式 的 正确 性 , 即 A 与 4 中 只 差 一 个 规范 变 
换 . 根据 前 面 的 讨论 , 当 电 磁场 的 势 作 规范 变换 时 ,粒子 的 波 函 数 同时 也 应 作 相 应 
的 变换 


”=e yD = ewyp™ (6. 5. 22) 
另 一 方面 波 函 数 的 唯一 性 又 要 求 
py" (十 28) 一 四 (yg) 《6. 5. 23) 
以 及 
fp (g++ 2n) = f(y) (6. 5. 24) 
于 是 结合 (6. 5. 22)、(6. 5. 23) 及 (6. 5. 24) 式 可 导出 如 下 的 等 式 
exp [2ieg wy ++ 2iegu * 2r] = exp (2ieg mp) (6. 5. 25) 
上 式 成 立 的 条 件 是 
2egM 一 如 (n= 二 0, 土 1, 土 2,..**) 《6.5. 26) 


正如 本 节 一 开始 提 到 的 ,从 以 上 的 讨论 可 导出 一 个 有 趣 的 结论 ;如果 Dirac 的 电磁 
对 称 理论 的 设想 成 立 , 目 然 界 中 真 的 存在 磁 荷 ( 磁 单 极 ), 则 从 上 式 看 出 应 当 有 关系 


e 一 下 .这 个 关系 式 自然 地 解释 了 为 什么 物理 体系 所 带 的 电荷 是 量子 化 的 而 非 取 
连续 值 , 即 电荷 存在 单元 ec 一 到 


6.6 电磁 场 的 量子 化 


前 面 论述 了 一 些 为 下 面 的 讨论 作 基 础 的 电磁 场 相关 内 容 . 需要 特别 指出 的 是 ， 
在 本 书 的 范围 内 粒 于 体系 的 量子 化 是 在 非 相 对 论 框架 下 进行 的 ,但 电磁 场 的 量子 
化 必须 在 相对 论 框 深 下 进行 ,原因 是 光子 以 光速 传播 . 这 就 是 在 前 面 的 预备 知识 讨 
论 中 总 是 离 不 开 相 对 论 的 原因 . 
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6.6.1 准备 工作 


(a) 为 清楚 起 见 , 先 讨论 有 限 空间 的 情形 , 取 Y 王 1, 以 后 再 扩展 到 V 一 -=c， 
(b) 由 于 在 这 时 关心 的 是 粒子 速度 远 小 于 光速 e 的 物理 问题 ,所 以 如 前 所 述 
以 选择 库仑 规范 为 宜 ; 
(c) 在 库仑 规范 下 标量 势 由 p 唯一 地 确定 . 考虑 自由 场 S,j = 一 0 的 情形 时 , 便 
有 gq=0, 即 只 需 考虑 矢量 势 A. 将 矢量 势 A 作 傅 里 叶 展 开 
A(xst) = [ACDer’ + Ar (te wr] (6, 6. 1) 


其 中 分 立 的 波 数 的 取 值 由 边界 条 件 确定 ,例如 可 取 周 期 性 边界 条 件 . 已 知 在 库仑 
规范 下 4 由 如 下 的 方程 决定 


a : 
D4= (划一 Y )4=0 (6. 6. 2) 
将 (6. 6. 1) 式 代入 (6. 6, 2) 式 并 利用 规范 条 件 , 可 得 A(t) 满 足以 下 的 两 个 条 件 
Kk» Ailt)=0 C6, 6. 3) 
( 访 +hk A =0 (6. 6. 4) 
其 解 是 
虽 旦 
(ED = Deane as 2 An(!) (6, 6. 5) 
d= 1 A= | 
其 中 
mt 一 | 天 | 及 6 天 一 0 (6. 6,.6) 
为 了 准备 过 渡 到 量子 化 以 及 以 后 计算 的 方便 ,将 A 重新 写成 
A C7) = wan) (区 届 7) 
由 于 现在 g 二 0, 所 以 由 (6. 6. 1) 及 (6. 6. 5) 式 得 
E = 一 这 — (ia cas — Al ew*) (6. 6. 8) 
| 
B=VXA= >》 (kXAuer—iX AE.) (6. 6. 9) 


将 (6. 6. 8) 与 (6. 6. 9) 式 代 人 电磁 场 的 哈密 顿 量 表示 式 中 
Hm= 二 |drE:+B:) 


“ |az5 二 [CowAner” — imAne ex) 
ka" 
央 (CiowA pret iu 二) 


十 Ck 2 A EE -= Ik 人 An EY) 
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ss《 斌 "双关 mrE 一 该 xX Are wr)| 《6. 6. 10) 
利用 以 下 的 关系 
| se = By (6. 6. 11) 
《6. 6 10) 式 可 写成 
Hm= DAn Am — oA A + 2oAn * A + (kX An) 
Kea” 
a (EXA TEX AL) kXA) LE An) 。 (kX AL')] 
一 - 2 ZAn a AE 三 420 i Ep QA 
i 4 th te 
四 于 = 他 /on ‘py Aap = Danan (8, 86. 12) 
其 中 利用 (6. 6 7) 式 及 以 下 的 等 式 
(Ex An) = 【天 并进 一 Ck A EA 
[有 — (Kk: A Kk | 和 A ~ k: A 和 A 
以 及 类 似 
2(k XA) (kX ADL) = ZtAn * AL: 
使 得 4 4 和 上 “4 这 两 种 项 相互 消 掉 只 剩 下 (6, 6. 12) 式 的 第 一 等 式 后 
的 2 "AA 
6.6.2 电磁 场 的 量子 化 
有 了 以 上 的 准备 后 ,现在 可 以 讨论 电磁 场 的 量子 化 . 量子 化 的 过 程 是 将 相应 的 
哈密 顿 量 转化 成 哈密 顿 量 算 符 , 即 把 (6. 6. 12) 式 中 的 日 ,一 HH, ,因而 其 右 方 的 au 
及 ar 相应 地 转化 为 算 符 
Hk 一 到 dn 如 一 (6, 6, 13) 
这 是 一 对 共 斩 的 算 符 ,它们 应 有 以 下 的 对 易 关 系 
La， st nm Pre, 
[起 2h]=0 [不 :把 :]==0 
不 过 在 把 (6. 6. 12) 式 转化 为 算 符 时 , 算 符 的 次 序 是 不 能 随意 改变 的 . 但 是 作为 
经 典 量 时 aua 与 aua 吕 是 设 有 区 别 的 ,要 把 它们 转化 为 算 符 就 会 出 现 是 取 总 ;Ga 
还 是 取 &,dt 的 问题 . 根据 量子 化 的 对 等 原则 应 取 作 如 下 的 形式 
H,= 》， 学 (aa 下 十 二 ou) 
i (C6, 6. 15) 


-= Dol(K + 


《6. 6. 14) 
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其 中 
Nn = ti (6. 6, 16) 
对 于 每 一 模式 (kX), 它 的 粒子 数 的 本 征 态 |nw ) 是 
{a+ 至 
| Mea 2 -= Se | On ? (6. 6, 17) 
并 有 
di | Hi ? 一 Wi 二 从 | (nO— Lu? , 
(6. 6. 18) 
a | Me = 【天 十 TP 法 生 | (nn 1)» 
6.7 真空 能 量 
6.7.1 真空 能 量 的 讨论 
在 前 面 的 量子 化 过 程 中 Sa 
4ACr) 一 | 5 训 本 De dte) (6.7. 1) 
or se 
2 dk : 十 二 1 
| D(a + 让) (6. 7. 2) 
如 果 用 |0 标 记 设 有 电磁 激发 的 真空 态 , 即 
até |0) 一 0 《6. 7. 3) 
则 有 
Hm | 0) 一 | -和 3 Son | 0) 一 co "| 0) (6.7. 4) 


从 上 式 看 出 真空 态 的 能 量 是 发 散 的 ,似乎 给 理论 造成 了 疑难 ,这 是 在 经 典 物理 中 没 
有 过 到 过 的 问题 . 不 过 这 种 困难 可 以 通过 能 量 的 零点 移动 来 解决 ,因为 如 果 把 真空 
能 取 为 零 , 则 (6. 7. 2) 式 可 写 为 


HY = 1 = on (6. 7. 5) 


所 以 这 并 非 实质 的 困难 . 但 这 样 做 是 否 意味 着 真空 能 真 的 没有 任何 物理 意义 呢 ? 
事实 上 并 不 如 此 . 近来 人 们 重新 考虑 了 这 个 问题 并 从 理论 上 探讨 了 有 限 室 间 中 的 
圭 点 能 效应 ,实验 上 也 验证 了 这 种 效应 的 存在 . 这 就 是 所 谓 的 Casimir 效应 . 
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6.7.2 Casimir 效应 
为 了 阐明 在 有 限 空 间 中 显现 出 来 的 真空 能 效应 ,考虑 电容 器 两 平行 平板 间 光 
子 系 的 零点 能 ( 见 图 6. 4) 
E(a) = 5) Fon (6. 7. 6) 
我 们 先 定性 地 讨论 这 个 问题 . 当 板 间距 在 a 增加 时 , 板 间 的 光子 模 |< 一 a 一 = 


式 数 增加 ,反之 模式 数 减少 , 即 板 间距 缩小 时 板 间 的 零点 能 会 降低 ， 
相当 于 板 与 板 之 间 有 吸引 力 


__ aE(a) 
es (8. 
在 作用 . M. Spaarnay 从 实验 上 证 实 了 这 点 . 图 6.4 


在 作 了 定性 的 描述 后 ,下 面 再 仔细 地 计算 这 一 问题 . 设 A 是 板 的 面积 ,只 要 A 
足够 大 ,a 足够 小 ,近似 地 可 认为 板 是 无 限 的 ,所 以 平行 于 板 的 x,y 方向 的 波 数 可 
视 为 不 受 限制 , 即 有, 上 8, 在 (一 cco) 间 连续 变化 ,而 在 2 方向 上 ,由 于 有 由 0) 一 
ga) 一 0 的 边界 条 件 的 要 求 , 所 以 波 函 数 应 有 


~ Sin k.Z 《日 .了 8) 
其 中 有 取 分 立 值 
上 一 (Cn = 1,2,"%:) (6. 7. 9) 
因此 得 到 不 同 模式 的 光 了 的 能 量 为 
【mh 天 nn ¥ | 
sd = 人 5 十 下 本 避 7 (6.7. 10) 
并 可 计算 出 板 间 的 零点 能 为 
E(a) = 2 A | Ess ee (6.7. 11) 
上 式 中 的 因子 2 来 目 对 两 个 极 化 方向 的 求 和 ,如 定义 
k= VEE 十 民 (6 7 12 
对 确定 的 ma 有 
一 + 如 十 (到 ) 3 已 十 ( 亚 ) 
得 
kdk 一 whi" det™ (6. 7. 13) 


于 是 可 将 (6. 7. 11) 式 改写 为 
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- kdk(27m) 
Ce > 二 (2 gf 2 堪 生 2 


= A 2 a CR (6. 7. 14) 


上 式 的 积分 下 限 来 自 当 :二 二 0 时 ,wi" 一 - 以 后 wt” 就 简单 写成 w, 因 为 这 时 


不 同 模式 的 wt” 已 由 不 同 的 积分 下 限 给 出 了 pn 

(6.7. 14) 式 中 的 积分 是 发 散 的 ,这 本 来 是 预料 中 的 结果 ,其 根 由 是 因为 在 x,y 
方向 上 考 虚 的 模式 是 没有 限制 的 . 不 过 由 于 考虑 物理 效应 是 作用 在 板 上 的 力 , 即 讨 
论 的 是 Ela) 对 a 的 导数 ,后 面 会 看 到 它 是 有 限 的 ,因此 这 一 物理 问题 仍 是 有 意义 
的 . 为 了 使 计算 的 中 间 过 程 有 意义 , 先 加 上 一 个 衰减 因子 e”, 并 在 计算 的 最 后 令 
e 二 0 再 回 到 原状 ,这 样 (6.7. 14) 式 就 可 以 积 出 了 


2x de 
-和 tC 
=- 笃 下 上 (一 二 一] (6. 7. 15) 


上 式 最 后 一 个 等 式 利 用 了 等 比 级 数 的 求 和 公式 . 再 利用 如 下 的 展开 式 来 改写 
上 式 


mr 一 1 
一 一 了 1 的 (6. 7. 16) 


l—e | 


其 中 B 是 伯 努 利 数 , 这 样板 上 的 单位 面积 上 的 能 量 可 表示 为 


er 


lp lol1 > 
A 一半 二 一 1+ 8, 了 
i 二 一 3 一 
一 辫 鲁 (二 一 驴 访 + 二 一己 交 二 关于 
= 3B, 57 — (1+B) +B, 5 十 … (6. 7. 17) 
引信 
3B 1+B 2 
4 EC— Se ld k== Cl 和 B, 3 三 Cz (8. 7. 18) 


可 将 (6.7. 17) 式 写成 
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ligrey ~— Ca + 全 十 Ofey (6.7. 19) 


A 
对 aa 作 导 数 得 单位 面积 上 受到 的 力 为 
AF -一 访 (3E(W)= 汪 +C, (6. 7. 20) 


注意 (6. 7. 19) 式 后 面 的 项 一 0Ce) 作 导数 后 令 e 一 0 时 ,它们 都 为 零 . 现在 把 B, 一 
一 区 代入 Cs 的 表示 ,最 后 得 


1 开 
AF =—— a t+ (6. 7. 21) 


上 式 中 的 负 号 表示 受到 的 是 吸引 力 . 需要 强调 指出 的 是 ,这 一 效应 不 能 简单 地 理解 
为 真空 能 量 的 效应 . 从 一 开始 我 们 就 指出 ,所 讨论 的 是 两 个 金属 板 之 间 的 空间 ,此 
空间 不 是 真 宇 空 间 , 即 不 是 不 存在 金属 板 时 对 应 的 几何 空间 . 因此 , 它 的 物理 效应 
应 该 是 这 一 物理 空间 和 对 应 的 真空 空间 的 零点 能 差 . 其 值 为 (6.7.21) 式 中 取 a 一 
ce 的 值 ( 即 金属 板 的 效应 不 存在 时 ), 即 C,. 由 此 可 得 ,物理 上 感知 的 单位 面积 上 的 
力 应 当 是 

Fu = (AF+G)—G —— 5 本 二 
这 一 理论 结果 为 实验 所 证 实 . 最 后 再 重复 讲 一 下 ,Casimir 不 是 真空 的 零点 能 的 效 
应 , 它 是 物理 空间 中 的 零点 能 的 效应 . 


6.8 原子 物理 中 的 应 用 之 一 


(6 7, 22) 


6. 8.1 原子 中 的 电子 与 电磁 场 


一 个 原子 中 通常 都 有 多 个 电子 围绕 核 运 动 , 因 此 它 是 一 个 复杂 的 多 体 问 题 . 为 

了 避免 多 体系 统 带 来 的 复杂 性 及 突出 电子 在 不 同 的 能 级 间距 迁 时 与 电磁 场 或 光子 

的 作用 ,我 们 只 考虑 单 电 子 原 子 的 简单 情形 ,并 假定 电子 具有 一 个 基态 |A) 且 只 有 

一 个 激发 态 |B). 现在 考虑 电子 初始 时 居于 激发 态 而 且 这 时 没有 光子 ,因此 初 态 

| 站 可 表示 为 

[2D =| B10 (6. 8. 1) 

即 它 是 电子 的 态 矢 |B} 及 没有 光子 的 态 |0) 的 直 积 ,下 面 要 讨论 的 问题 是 它 向 电子 
基态 及 具有 一 个 光子 的 末 态 | 门 的 跃迁 

[| A | lr) (6. 8. 2) 

| 1 表示 一 个 光子 其 波 矢 为 天, 极 化 为 1 的 态 矢 . 根据 散射 理论 ,对 于 这 种 跃迁 要 

求 我 们 考虑 从 | 直到 电子 处 于 基态 及 所 有 不 同 的 和 两 种 4 的 光子 的 末 态 求 和 . 是 
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什么 原因 使 系统 从 | 盖 距 迁 到 | 方 呢 ? 答案 是 这 种 茎 迁 是 电子 与 电磁 场 的 相互 作用 
引起 的 . 
现在 先 分 析 一 下 原子 中 的 电子 及 电磁 场 耦 合 系统 的 哈密 顿 量 
六 二 (2 =) 二 二 十 广 。 


一 一 p 一 EE 面 下 万 | 
Hm 十 32 十 堆 (P .4 十 4 站 十 蕊 4 4 (6. 8. 3) 


2 2 
把 互 分 成 两 部 分 
H= 五 ,十 Y (6. 8. 4a) 
是 pp: 
Ho = Hut 十 e@® (6. 8. 4b) 
六 十 生 衣 。 
V = pmp | 及 oA 二 (6, 8, 4c) 


其 中 矿 , 包括 电磁 场 的 哈密 顿 量 电 ,w 及 电子 在 核 静电 场 中 的 哈密 顿 量 ,后 者 使 电 
子 在 原子 中 形成 能 级 及 相应 的 定 态 1A) 和 |B), 而 V 是 引起 电子 在 定 态 之 间 路 迁 
的 相互 作用 . 在 量子 力学 中 讨论 库仑 场 中 电子 的 能 级 时 ,V 未 予 考虑 , 
选择 库仑 规范 Y .4 一 0, 可 得 以 下 关系 ， 
p* Aj=—iV. 040) =—i(V :Ap— A VY 
= 一 1 站 = vey 一 贞 。 py 
所 以 在 库仑 规范 下 Y 可 改写 成 


9 ER 
VV m4 | 二 (6. 8.5) 


而 | 世 和 | 户 都 是 昌 , 的 本 征 态 . 
Ho|i}=H,|B|0=E"|B|0)=EY|2 


Hi 让 =H,|A)|l)= (E+Fo) |A)|l)= (Ea)|f) 

上 面 将 原子 中 的 电子 与 电磁 场 的 看 合 情 形 分 析 清 楚 后 , 便 可 以 应 用 微 扰 公 式 
(5. 1. 12) 给 出 茎 迁 几率 幅 

Jim Ampr (t,t) 一 站 hi — 2nB(Er— ED)Ts 
其 中 - 
Ta= ff|VY|t 

由 于 现在 的 | 让 与 | 了 ) 不 是 同一 能 态 ,64 为 0, 故 只 需 考虑 上 面 公式 右 方 的 第 二 

项 ,因此 由 | 芝 到 所 有 的 末 态 的 总 几率 是 
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YPe 一 2 | Amp# |: = 2 |—2xiB(E:—E)Ts | (6.8.6) 
i 
把 其 中 的 一 个 2x8(E/ 一 E ) 写 成 如 下 的 积分 形式 


5 
2n8(E/—E) = lim | 3 (6. 8. 7) 
代入 上 式 , 有 
9ps= > [lim | dte'Er ey |2r8Es —E) | Tn J 
= 时 limT。2r8(Er —E:) | Ta | (6. 8. 8) 
得 到 由 | 忆 向 所 有 末 访 的 跃迁 几率 为 
Ps 
P= = DS 2n6(E— ED)|T, | (6. 8. 9) 
i 


由 于 现在 考虑 的 是 简单 的 二 能 级 问题 ,而 且 要 求 初 态 和 末 态 的 电子 态 先 分 别 是 
1B) ,14A) 且 未 态 中 只 有 一 个 光子 ,因此 对 未 态 的 求 和 就 是 对 所 有 的 光子 的 波 矢 及 
极 化 求 和 
= [dk5)2n3CE tou—Em)| 《 产 | 六 | 人 | 《6. 8. 10) 
因为 生 有 一 尼 业 d0 ,由 上 式 得 单位 立体 角 元 内 的 妈 迁 几率 为 
= | 电导 2r8(GEP to — EP) | CFIVIDL 


= | de 5) 2r8EN EAA 


= 2xr| (flVIDE (6. 8. 11) 
其 中 
SE EW — 忆 
也 可 表示 成 
r= Janer | (Ff 1V 1 |: (6.8. 12) 
剩 下 要 计算 的 是 上 式 右 方 的 矩阵 元 


‘FIVID= A| ts IVIo0|B) 


= (A ldln | (一 24 “p+ 才 A A)1B) | 0) 


= (A| (lu | (—#4 +p)|B)|o) 


= 《A | (lp | 一 二 £)| B86: 5) wiwer” 
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i 1 
十 此 2 ne 下 有 己 让 | 本 p | B; | D0; 
[i U 


me 一 -一 | | ee" 二 p | B» (6, 8. 13) 
teh 


在 得 出 最 后 一 个 等 式 时 利用 了 末 态 会 一 个 (Ek, 和 0 的 光子 而 初 态 不 会 光子 的 事 
实 , 所 以 只 有 就 ; 的 矩阵 元 才 有 贡献 . 根据 同一 理由 ,由 于 A* A 中 不 含 单个 的 & 或 
at+ ,所 以 它 的 和 矩阵 元 也 必须 为 零 . 将 (6. 8. 13) 式 代 人 (6. 8. 12) 式 ,得 


re Ee -pl|B|’ 
(6. 8. 14) 
r= zm dn) | 《| Eee) | 
全 
其 中 a 一 允 
6.8.2 偶 极 近似 


呈 ] ] 机 
对 于 原子 一 一 leV,r 一 1]A, 有 Kk*r~leVXxl 记 一 3000 信 1: 所 以 在 


(6. 8. 14) 式 中 让 e ">1 是 一 个 很 好 的 近似 . 这 种 近似 叫做 偶 极 近似. 
作 偶 极 近 似 后 ,(6. 8. 14) 式 中 要 计算 的 矩阵 元 是 4B|p| 和 AA) ,为 计算 它 将 利用 
以 下 的 关系 


_「 严 了 
[让 sr = | 筷 + 呈 Dr|= Es i (6. 8. 15) 
因此 有 
(‘Alp|B= ImA | [Hnsr] |B) 


= ImtA | (Humr — rHom) | By 

=— Im(EF — EA NAlIr|B) 

=— Immn‘(A |r|B;) (6. 8. 16) 
代 回 (6. 8. 14) 式 得 


3 
于 二 | (Ar 1B， E (6. 8. 17) 


这 个 结果 表明 ,跃迁 几率 幅 的 计算 最 后 归结 为 计算 r 算 符 在 两 个 原子 态 |A) 
和 |B) 之 间 的 矩阵 元 . 为 以 后 讨论 方便 ,现在 将 位 置 算 符 r 二 mné, 十 rzé, 十 rsaé: 用 三 
个 新 的 单位 天 量 展开 
Frere re Tr (6. 8. 18) 
引入 的 新 的 单位 矢 与 原来 的 单位 和 撩 以 及 新 的 分 量 与 原来 的 分 量 有 以 下 关系 
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1 ;> 。 | ，。 
El) 一 一 六 (十 话 ,) em 一 EBD 一 一 (6, 一 放 ,) 


v2 
六 ”一 一 万 ir) re =ry rm a — irs) 
此 外 ,还 要 将 原子 态 |A) ,|B) 用 完全 的 量子 数 集合 表述 出 来 
| A; =| A ,JaMa) 
| B} =| B,Js,Mse) 
这 是 因为 电子 在 原子 中 的 定 态 应 由 一 组 算 符 的 完全 集 来 表征 ,例如 | Al,Ja,Ma) 
表示 态 中 电子 的 角 量 子 数 是 J , 磁 量 子 数 是 Mi ,A 表征 除 J ,Ma 外 的 其 余 量子 
数 , 所 以 有 
‘Alr|B= CA Ta | rem Fr rn emtn*) | B,Js,Ms) 
‘6, 8. 20) 


(6. 8. 19) 


6.8.3 Wiener-Eckart 定理 及 其 选择 定 则 


对 于 上 述 的 和 矩阵 元 可 以 应 用 重要 的 Wigner-Eckart 定理 来 加 以 讨论 . 这 里 不 

作 这 个 定理 的 证 明 ,只 将 定理 给 出 并 阐述 它 的 意义 及 相关 的 结论 , 该 定理 给 出 如 下 
的 矩阵 元 表示 式 

(Ja | rp | BiofyrMay = Cea (A | ri By (6.8,21) 


Mpk uM 

左边 的 r* 指 x ,x0 ,rc 中 的 某 一 个 分 量 ,Cw, 是 第 二 章 中 已 讨论 过 的 C-G 
系数 . (6. 8. 2) 式 可 以 这 样 来 理解 ,其 中 +* 相当 于 一 个 角 动 量 为 1 的 分 量 , 它 和 
(Ja,Ma) 耦 合 构成 总 角 动 量 及 其 分 量 (Ja,MA). 同时 ,还 可 以 看 出 在 (6. 8. 19) 式 中 
引入 新 的 单位 矢量 及 相应 的 位 置 算 符 新 分 量 的 原因 ,因为 这 正 是 Wigner-Eckart 
定理 需要 的 角 动 量 合成 的 形式 . 

现在 讨论 一 下 这 个 定理 的 意义 

(a) 首先 ,这 个 定理 告诉 我 们 对 于 不 同 的 (Ja ,Ma),(Js,Ms) 以 及 不 同 的 +*， 
不 需要 分 别 去 计算 ,因为 按 (6. 8. 21) 式 有 

(AisJar Mh | 7® | Bis Tas MY/ (A TMA | re | 杞 Wey 一 Go /GMA 
只 要 算出 其 中 的 一 个 矩阵 元 ,其 他 的 矩阵 元 均 可 得 出 ,两 者 仅 相差 两 个 C-G 系数 
的 比值. 

(b) 根据 (6. 8. 21) 式 及 C-G 系数 的 性 质 可 以 得 出 其 矩阵 元 是 否 为 零 的 结论 ， 
也 即 判 断 两 态 之 间 是 否 可 以 路 迁 的 所 谓 “ 选 择 定 则 ”. (6. 8, 21) 式 的 左 方 是 否 为 零 
取决 于 右 方 的 C-G 系数 是 否 为 零 ,而 (6. 8. 21) 式 中 的 C-G 系数 不 为 零 必须 满足 以 
下 条 件 
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Ja a 三 0, 士 ] 
Ms —M 一 一 下 
只 要 回忆 一 下 讨论 角 动 量 耦 合 时 的 内 容 并 将 其 应 用 到 我 们 这 里 的 角 动 量 Js 和 和 角 
动量 本 =1 合成 的 情形 ,就 会 立即 得 到 (6. 8. 22) 式 的 结果 ， 
其 次 ,再 看 一 下 系统 在 态 间 跃 迁 时 宇 称 的 变化 . 记 区 为 宇 称 算 符 , 即 空间 的 反 
射 算 符 , 它 和 r 算 符 是 反对 易 的 


(6. 8, 22) 


{HI,r} 一 0 (6. 8. 23) 
这 是 因为 对 任意 的 波 函 y(tr) 有 
Hy) =— mr) 一 一 rr)) 
即 
(rr +nAnDyr) =0 
由 于 上 式 对 任意 波 函 数 都 成 立 , 可 见 (6. 8. 23) 式 成 立 . 
根据 (6. 8. 23) 式 ,对 电子 的 任意 两 个 态 , |A) 及 |1B) 应 有 
0= (A | {Hr} | By = (A | (i+) | B) 
一 (rw 十 ma) tA |r| By 
其 中 xa ,xs 分 别 是 状态 |A) 及 |B) 的 宇 称 值 , 即 宇 称 算 符 的 本 征 值 . 
由 上 式 可 知 , 如 要 tAlr|B) 不 为 零 ,必须 有 内 = 一 ma. 把 以 上 两 点 综合 起 来 便 
得 到 两 个 电子 定 态 之 间 转 移 的 选择 定 则 是 
AJ = 二 0, 士 ] 及 宇 称 相反 
不 过 要 提醒 一 点 ,此 处 得 到 的 选择 定 则 是 建立 在 偶 极 近似 的 基础 上 的 , 如 果 不 取 
e*a=] 的 近似 , 则 和 矩阵 元 为 零 的 路 迁 严 格 地 讲 仍 不 是 完全 禁 戒 的 ,只 是 跃迁 几 率 很 
小 而 已 ， 
6.8.4 跃迁 几率 的 进一步 计算 
利用 Wigner-Eckart 定理 讨论 了 选择 定 则 以 后 ,现在 对 跃迁 几率 作 进一步 的 
计算 . 作为 准备 先 讨论 一 下 光子 的 两 个 极 化 矢量 与 光子 的 动量 方向 矢量 之 间 的 一 
个 关系 ,我 们 知道 Bi ,é, 及 动量 方向 的 单位 矢量 & 是 三 个 互 为 正 交 的 单位 矢量 , 即 
(名 ) * 6) = 6) * 6) = (8)* : (B=1 
以 及 
(二 ) ”= (EL ) = C6)" sR) = 6) RR) =0 (6. 8. 24) 
现在 把 它们 合 起 来 写成 一 个 矩阵 的 形式 
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‘ti (a (人 

(én (EL) a (6 )o 

(Rn (CR) Cy) 
其 中 下 标 十 1, 一 1,0 表示 每 个 单位 矢量 在 (6. 8. 19) 式 中 定义 的 基 矢 量 ED ,Eu ， 
em 上 投影 的 分 量 . 根据 (6. 8. 24) 式 知 这 个 和 矩阵 的 三 个 行 有 正 交 归 一 关系 ,从 短 阵 
的 性 质 可 知 如 它 的 行 有 正 交 归 一 关系 , 则 它 的 三 个 列 间 必 然 也 有 正 交 归 一 关系 , 即 
> (En) (aa7i 十 本 电 一 询 (一 士 10) (6. 8. 25) 

有 了 以 上 的 讨论 我 们 回 到 跃迁 几率 的 表示 式 (6. 8, 173 


0 1 Alr |B) 1 


= 2 “ZAlr | By (ED (En) (A | r; | BY* 


六 (A | ri | BY C6; 一 外 及) CA |r; | B))* 


pe NM) 一 (MA )CONM »k)] (6. 8. 26) 
其 中 
= 《A|r|B; 
现在 利用 (6. 8. 21) 式 的 Wigner-Eckart 定理 来 讨论 上 式 的 两 项 ; 
(al M” * M=CAIr|BY)" :Alr|B)) 
一 这,， (CA TarMalr |B Tes Mey)” * (AL, TarMal 


rn |B, JnMMasy) 
Er DC 《Ai | ri 》 和 ‘Ailr|B» 


2 一 ls 

-ct ) (A111B YF (6. 8. 27) 
(by MT kh’*=iA|rn |BYORTD) 十 (Ar [BY DY 

+tAlrn |BYRD): 


(Ca 《Ailr|B)) (一 万 sin9e*) 


ME — lrMa 


+{ Cm CAalr|B) ) ( 契 sin0e*) 


十 (Ce (Ailr|B))cosd (6. 8. 28) 
在 上 式 的 推导 中 利用 了 以 下 关系 
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(Rt ys = 一 启 ( 直 . 十 斌 ,) i 0 cos gp — isin § sin g) 


i -> 
一 一 一 sande 下 


和 
(CD) 一 一 (一 这 ) 一 一 sinle ii (kV0)" =k,=cost 
由 (6. 8. 28) 式 可 导出 


(0M 有)OM = [去 sint0 (Ci ) 填 寺 sintg (Cl ) 
十 costg (CI ) | AIr| Bi 


6. 8, 29) 

注意 ,上 式 右 方 的 三 项 只 是 对 应 于 三 个 对 角 项 ,而 左 方 相 乘 时 还 有 六 个 对 应 于 

太夫 j 的 交叉 项 . 不 过 这 些 项 中 所 售 的 因子 Ce 和 。Cwi 和 一 0, 因 为 两 个 C-G 

中 必 有 一 个 不 满足 Ms 十 7 二 Ma ,因此 这 些 交叉 项 为 零 , 将 (6. 8. 27) 及 (6. 8, 29) 式 
代 人 (6. 8. 26) 式 ,最 后 得 


一 六 | A | 产 | 瑟 》 | | 2 2 (Cam, ) (1—# sinzb) 
(Cr ) [1= 部 sin 中 (6. 8. 30) 


现在 再 作 进一步 讨论 : 

(a) (6. 8. 29) 式 中 的 和 矩阵 元 Al|r| Bi) 随 不 同 的 系统 而 变 , 所 以 在 一 般 讨 论 中 
是 无 法 计算 的 ; 

tb) 实验 上 感 兴趣 的 情况 是 不 去 区 分 |A) 态 中 电子 自 旋 的 取向 而 对 它 的 2J。 
十 1 个 取向 求 和 . 对 于 |B; 态 ,在 制备 时 已 选 定 它们 的 取向 出 现 的 几率 p(iMs). 因 
此 ,实验 上 感 兴趣 的 雅 迁 几率 是 


| 和 
95 一 训 oo oly | | By 总 ?M91 一 加 引 
a nlil i ls 3 
Bm) (Fs) ) eisD 


此 外 ,为 了 进一步 简化 (6. 8. 31) 式 还 可 利用 C- G 系数 的 如 下 性 质 


Ji ys 27 十 1 
2 (Cun, ) 2 十 1 
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_ (Ja 十 ]) 一 人 加 
Co FT d= st! 
nals! 2 NE 
人 ea 是 = Gu ,Mp FTI Ja = fs 
及 一 ME oo 
Tots7s TD Ja=Ja—l 


将 它们 代 人 (6. 8. 31) 式 ,得 


各 = 大 oi | (A Ir|lIB>|’ 


. 攻 . 弥 站 -和 oo- 人- 


mA 六 (十 1 2 
(6, 8. 32) 
其 中 
| 
275 十 1 四 
My, 一 1 一 Ja 一 JJ (86. 8. 33) 
Js 十 1 加 下 
2Jst1i 4 一 Ja 一 
(ME) = > pMa)MS 
Ms 
这 里 
SP(Ms) =1 (6. 8. 34) 
B 


在 (6. 8. 32) 式 中 剩 下 要 做 的 是 根据 具体 的 系统 性 质 去 计算 矩阵 元 (Ai |r|B). 
6.9 原子 物理 中 的 应 用 之 二 一 一 谱 线形 状 


6.9.1 谱 线 形状 分 析 


在 上 一 节 里 讨论 的 模型 是 一 个 过 于 简化 的 模型 ,原子 中 只 有 一 个 电子 , 它 只 有 
两 个 能 态 :一 个 激发 态 和 一 个 基态 . 在 那里 我 们 讨论 了 从 激发 态 向 基态 且 只 具有 一 
个 光子 态 的 跃迁 问题 . 在 讨论 中 还 隐 含 着 假定 激发 态 是 一 个 能 量 全 确定 的 定 态 . 但 
是 电子 的 激发 态 既 然 要 向 低能 态 牙 迁 , 可 见 它 就 会 有 一 定 的 寿命 ,根据 At 及 AE 
间 的 测 不 淮 关系 来 看 它 就 不 会 是 一 个 只 有 完全 确定 能 量 的 能 态 , 因 此 从 该 激发 态 
问 低 能 态 牙 迁 时 放射 出 的 光子 的 能 量 就 会 有 一 定 分 布 , 即 相应 的 光谱 线 会 有 一 定 
宽度 或 即 谱 线 有 一 定 的 形状 . 为 此 我 们 需要 把 上 面 的 讨论 扩展 得 广泛 一 些 , 并 去 掉 
一 些 较 强 的 限制 后 再 来 看 看 会 得 到 些 什 么 样 的 新 结果 . 
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如 前 将 原子 中 的 电子 及 辐射 场 耦合 系统 的 哈密 顿 量 万 分 为 两 部 分 


H= HV (6. 9. 1) 
其 中 
H, = H+ H.,,., 《6. 9. 2) 
六 吾 。， 才 
Vo p+" 和 A 《6. 9. 3) 


但 现在 我 们 不 再 假定 电子 的 初始 状态 一 定 是 某 一 激发 态 | B) 并 且 没 有 光 
子 , 即 
| y= 0)) =| B,0} =| B) | 0) (6. 9. 4) 
且 有 
H, | B,0) = E® | B,0) (6. 9. 5) 
也 不 再 假定 除 此 之 外 只 有 一 个 基态 及 一 个 光子 的 态 ,而 是 扩展 为 考虑 电子 具 
有 一 组 普遍 的 原子 一 光子 态 |n) ,它们 满足 


H, |n) = E®™ |n) (6. 9. 6) 
并 有 完备 性 关系 
| nytn |= 1 (6. 9. 7) 
因此 t=0 时 的 任何 初始 状态 总 可 以 用 完备 集 !1m?}) 来 展开 
| Wt = 0)) = CO0) | n) (6. 9. 8) 
其 中 
C0) = (人 | gli = 0)) (6. 9. 9) 


如 果 V=0, 则 任 一 时 刻 + 的 |y()) 为 
| yD = ei | yt = 0)) = SO, (Oe ts: | n) 


a DC.(0)e 1 "4 | ny» (6, 和 10) 


如 果 V 关 0, 随 时间 变 化 的 内 iD 这 时 应 是 ey(t 二 0)) ,当然 就 不 会 是 (6. 9. 10) 
式 所 表示 的 形式 ,不 过 在 V 是 扰动 的 情况 下 总 可 用 {|n))} 来 展开 


12D) = DC De |n) (6. 9. 11) 
只 是 这 时 的 系数 C,(t) 不 再 是 C,(0) ,而 是 随 t 改变 上 且 可 由 以 下 的 微分 方程 决定 
i CD = De mn | V | m)Ca lt) (6. 9. 12) 


证 明 如 下 : 
1 由) 应 满足 莅 定 坦 方 程 
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i 1D) = HI YD) = (H+D | AD) 
将 (6. 9. 11) 式 代 人 上 式 得 
| ， 羽 —iE | 
| HD i Cn De Em! | yn) 


= i2) Ce | m) + iD Cn 0) (— iE® )e mm | m) 
= (Ho + WW oC, (De | m) 
Mi 


= WENC, (Dem | m+ PC, (Wem |m) 
左右 两 方 消 去 相同 的 项 后 得 
i (FC je "| 加) = DC WY | m) 
将 上 式 左 右 两 端 堪 乘 以 4a| ,利用 正 交 归 一 关系 
‘nn | my 一 六 

便 可 得 到 (6. 9. 12) 式 . 
6.9.2 近似 解法 

(6. 9. 12) 式 虽然 是 严格 的 ,但 是 不 同 {C, (1)} 的 无 穷 多 个 方程 的 看 合 方程 组 是 
无 法 严格 求解 的 . 不 过 针对 本 节 一 开始 谈 到 的 由 (6. 9. 5) 式 表示 的 那 种 特定 的 初始 
状态 ,C,(0) 一 6 ,同时 又 考虑 到 站 是 扰动 的 情形 ,因此 可 将 (6. 9. 12) 式 的 严格 的 
耦 人 台 方 程 近 似 地 写成 

i EC, Ct) = em Es ren |V| BO0Calt) 
i Ca) = (B,0|V|B,OCe(D) + Yes mn(B,0|V | CD 


(6.9.13) 
上 面 的 第 二 式 是 严格 的 , 第 一 式 的 近似 在 于 虽然 随 着 : 的 发 展 ,1n} 隆 |B,0) 的 
其 他 态 占 据 几 率 不 再 为 零 , 但 毕竟 是 小 量 , 所 以 只 取 初 始 时 的 1B8,0) 态 而 略 去 其 他 
态 的 贡献 ， 
引信 如 下 的 定义 
Cefi 三 让 (te 这 《6. 9. 14) 
其 中 


A= (B,0 |V | 8B,0) (6. 9. 15) 
并 且 定 义 
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Es = Ep" +A (6. 9. 16) 
可 将 (6. 9. 13) 式 简化 为 


i $C, 一 et En | V | BOC, 
i Ca = De Ese (BB,0 | V | nC, 


为 了 解 上 述 的 方程 组 ,假定 Ca (1) 取 随 t 呈 指 数 豪 减 的 形式 
(一 er Rey>=0 (8. 9, 18) 
上 述 形式 保证 Ca(0) 王 1. 这 种 假定 的 正确 性 将 通过 最 后 得 出 的 解 来 加 以 证 实 . 
因此 (6. 9. 17) 式 的 第 一 式 成 为 


1.C， 一 ee Eatinen | V | B,O) (6. 9. 19) 


积分 后 有 
CD 一 一 让 dr et Forw Gn | V | B,0) 
] 一 erEs -Eptin 
Em — Et+iy 
其 中 用 到 了 C(t==0)==0 的 初始 条 件 . 再 将 (6. 9. 18) 式 代入 (6. 9. 17) 式 的 第 二 式 
的 左 方 , (6. 9. 20) 式 代入 (6. 9. 17) 式 的 第 二 式 的 右 方 ,得 


EV EY _ on 
ev 一 Dl | tn |V [BO Oe 
二 五 种 一 下 5 十 环 


因为 |n) 中 所 含 的 不 同 光子 能 谱 是 连续 改变 的 ,所 以 不 同 的 |n) 的 E” 是 连续 改变 


的 ,如 记 FE ) 一 | tn|V1B,0) |?, 则 在 C6. 9. 21) 式 中 对 的 求 和 实质 上 是 对 

dE 的 积分 . 例如 , (6. 9. 21) 式 右 方 的 第 一 项 是 
| aE® /foE®) _ (6. 9. 22) 

En Em 一 天 证 四 这 

由 于 上 面 的 积分 中 有 e 号 “的 指数 因子 ， 
。 为 此 类 似 于 前 面 的 做 法 在 实数 轴 上 加 上 下 
大 半圆 构成 积分 回路 , 不 过 要 注意 的 是 , 虽 
然 由 于 有 e- 可 “的 指数 因子 ,在 下 大 半圆 
上 大 部 分 地 方 e。 马 ">0, 但 是 这 里 和 左右 
都 趋 于 无 穷 的 情形 还 是 不 一 样 . 这 里 的 左 
端 在 Ea 而 不 是 在 一 = 处 ,所 以 下 大 半圆 在 
Ea 附近 仍 有 一 定 的 贡献 . 因此 这 里 还 需 作 


tn |V | B,0) (6. 9. 20) 


(6, 9. 21) 


图 6.5 
一 个 忽略 掉 这 个 小 的 贡献 的 近似 ,然后 才能 利用 留 数 定理 得 到 
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本 (oy OY EE | ~ DE, i ee 
| dE f OE ei ee rif (BP, 一 和 je 
(6. 9. 23) 
由 于 YY 比 起 Es 来 小 很 多 ,可 以 作 近 似 f(Es 一 iy) 宇 (Es), 因 此 上 式 右 方 可 
写作 
a dE (Et )e Es -Ep _] 
le 有 —Es+iy 
一 一 2rier 略 dES(CE — Es) FE ) (6. 9. 24) 
代 回 (6. 9. 21) 式 得 
. 1 
ER 2| 2riS(E —E | 
iye e ELA 人 
(6. 9. 25) 
在 前 面 已 知 有 如 下 的 关系 
一 一 上 一 一 -一 一 入 六 一 BE) 
Fo 一 记 一 iy FE — E, 
一 一 上 一] 
Ew — Estiy FE”*—Es 
两 式 相 减 可 得 
一 
Es — Est+iy FE"”—Es—iy 
一 提要 
EW — EE 
(6. 9. 26) 
于 是 (6. 9. 25) 式 可 改写 成 
1 者 
要 PnP 一 一 0 
iy D1 nlV1B,0) 人 pm EB + wdE ) 
(6. 9., 27) 
由 上 式 知 ,y 的 实 部 与 虚 部 可 分 别 表 示 为 
Rey= Dd(Es—E,) | 人 | 记 |B,0 |:=3ry 
这 里 引信 了 记号 Ts. 
Im y= 3 | tn|V|B,0) pes 上 (6. 9. 28) 
上 BY Ln 


以 上 的 推导 证 明了 在 所 作 的 近似 下 ,Cs (t)= 二 e "形式 的 解 的 假定 得 到 了 验证 , 因 
为 最 终 我 们 得 到 了 自治 的 解 , 即 求 出 了 不 过 ,结果 也 告诉 我 们 y 是 一 个 复数 而 
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不 是 实数 . 再 代 回 (6. 9. 14) ,(6. 9. 15) 及 (6. 9. 16) 式 ,得 
Ca(lt)= exp[ 一 一 Re 和 一 imoyt] 
= exp| 一 iCB,0 |Y | B,0)t+ Imy)t— Tst | (6. 9. 29) 
把 (6. 9. 29) 式 代 回 (6. 9. 11) 式 ,得 
| $0D) = Ets HHmee Hrst | B,0) + » (6. 9. 30) 
上 面 的 公式 需要 稍 加 解释 . 因为 不 去 讨论 展开 式 中 的 |n) 关 |1B,0) 的 态 , 而 只 
美 心 随 着 1 的 发 展 系 统 仍 停留 在 |B,0) 的 情形 ,所 以 在 上 式 的 右 方 未 写 出 和 那些 态 


所 有 关 表 示 . 将 (6. 9. 30) 式 与 V=0 时 的 
| CD) = eB! | B,0) 十 … 

相 比 较 会 得 到 一 些 有 意义 的 结论 . 

(a) 在 V 关 0 时 ,原来 e- 辐 的 因子 代 之 以 e- "B14+mn ,这 就 说 明 在 有 广 , 时 
能 级 |B) 的 能 量 有 了 变动 AEs 

AEs = A+Imy = (B,0 |V | B,0}) + Imy (6. 9. 31) 

与 微 扰 论 的 能 量 修正 相 比 可 知 ,B,0|1V|B,0) =AE 是 能 量 的 一 级 修正 ,所 以 
Imy 王 AFEs 2 是 能 量 的 二 级 修正 . 

(b) 不 仅 如 此 ,(6. 9. 30) 式 中 的 e -tms 因子 表示 | 了 ,0 的 几率 振幅 的 指数 型 大 
减 , 声 -就 是 一 般 情形 下 定义 的 寿命 . 

最 后 再 讨论 一 下 谱 线 的 形状 问题 . 为 具体 及 简化 起 见 , 仍 近似 讨论 向 态 |A,K) 
三 |A) |1w 跃迁 的 情形 ,由 (6. 9. 20) 式 及 |n)= 二 |A)|1s)E,= 二 E4 十 ws 及 上 面 有 关 
¥ 的 分 析 , 这 时 的 C(t), 即 Caken 为 

1 一 EiCEA tu EB 一 AEB)t .en 

EY +os — EY —AEs +i37s 
当时 间 足 够 长 后 Pet 六 1, 上 式 分 子 中 的 第 二 项 比 起 1 来 可 以 略 去 ;同时 记 


Cha lt) = (A,k |V|B,0) 


wag = EW + AEp— EE 《6. 9. 32) 
在 上 足够 长 时 ,有 
| CD 1 = VB,0 (6. 9. 33) 


Cn — wna)? 十 二 Ts 


现在 可 以 根据 (6. 9. 33) 式 来 讨论 谱 线 的 形状 了 . 出 现 所 谓 的 谱 线 形状 的 物理 
根源 就 是 从 |B) 到 |A} 路 迁 过 程 中 发 出 的 光子 不 是 单一 频率 的 . 如 不 问 光 于 的 传播 
方向 ,只 问 它 随 频率 的 分 布 , 则 谱 线 的 频率 分 布 按 (6. 9. 33) 式 写 出 为 
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td VB.oy | 
Pl Yd 一 oT [an lS 1Y 1 8,.0) 
Can 一 ms) + Ts 


(2r)’ 
因为 我 们 关心 的 是 谱 线 的 大 致 分 布 情形 ,而 不 拘泥 于 精确 性 ,所 以 可 把 缓慢 变 
化 的 分 母 提出 积分 号 , 剩 下 对 分 子 部 分 的 求 和 与 对 角度 的 积分 与 (6. 9. 27) 式 作 比 


(6. 9. 34) 


较 . 这 时 将 (6. 9. 27) 式 中 的 |n) 取 为 |A,kXA) 且 将 求 wp 


和 转变 成 jdwwdn. 由 于 右 方 的 8 函数 ,对 w 的 积分 可 
积 出 ,再 忽略 掉 Em" 与 Es 间 的 差别 ,可 得 
、 Ta dn 


了 asJd 三 二 一 一 一 
< (0 一 站 六 十 二 Fe 
(6. 9. 35) 
由 上 式 看 出 ,这 种 谱 线 形状 是 洛 仑 兹 型 的 分 布 ( 见 


图 6. 6) ,其 谱 线 宽度 Am 一 IT 
6. 10 用 费 曼 图 讨论 谱 线 


前 面 讨 论 了 激发 态 | By 既 迁 到 基态 |14) 发 射出 光子 的 效率 问题 ,用 的 是 
Wigner 和 Weisskopf 提出 的 演化 办 法 ,其 物理 图 像 很 清楚 ,但 不 足 之 处 是 这 不 是 
一 种 系统 的 方法 ,处 理 的 手法 与 具体 问题 的 特定 条 件 有 密切 的 关联 . 其 次 是 取 近 似 
的 依据 也 有 些 不 自治 的 地 方 . 例如 ,近似 的 看 合 方程 组 (6. 9. 13) 是 建立 在 演化 时 间 
不 长 ,系统 主要 还 居于 |B) 态 上 , 即 唉 迁 到 |A) 态 的 几率 不 大 的 基础 上 ,时 间 过 长 后 
显然 将 不 再 满足 这 样 的 近似 条 件 , 而 在 后 面 取 Tht 仿 1 与 这 种 近似 假定 相抵 触 . 处 
理 这 类 问题 ,可 能 用 系统 的 费 曼 图 及 相应 的 费 曼 规则 方法 来 讨论 可 能 更 好 些 , 


6. 10.1 康 普 顿 散射 


作为 准备 , 先 讨 论 与 这 一 问题 有 关联 的 光子 与 原子 的 散射 问题 一 一 康 普 顿 
散射 . 

电磁 场 与 原子 的 看 合 系统 的 哈密 顿 量 仍 如 (6. 9. 1),(6. 9.2) 及 (6. 9.3) 式 所 
示 , 考 虑 光子 与 原子 的 散射 , 即 假定 耦 人 台 系 统 的 初 态 是 

[|B) 一 | A} | Eké,) 《6. 10. 1) 

其 中 |A) 是 原子 中 电子 的 状态 ,| 上 ,6,) 表 示 波 矢 为 上 , 极 化 矢量 为 二 的 光子 态 矢 ， 
这 一 状态 在 相互 作用 起 作用 之 前 是 日, 的 本 征 态 , 即 EE,=E 十 w. 相互 作用 以 后 ， 
散射 末 态 是 | 更 /> 王 | 了) | 有 rr ,Ei 二 Eg 十 wr. 根据 前 面 讨 论 过 的 内 容 知 ,从 | 更 》 
到 |®/) 的 跃迁 几 率 幅 应 是 
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Amnpa = lim er (ksé; | “B | UC ,1) | A | Ki se) e 


= 6r — 2rdB(E — EDF(E:) (6. 10. 2) 


其 中 的 FCE,) 是 按 六 的 睾 展开 的 微 抗 序列 ,= 一 4 。p 十 大和 A 。A 中 的 第 一 项 


对 一 级 微 扰 无 贡献 ,只 有 第 二 项 才 有 ,这 是 因为 初 末 态 都 会 一 个 光子 ,而 4 中 只 会 
有 一 个 光子 的 潭 灭 和 产生 算 符 ,只 有 上 "4 在 这 样 的 韧 末 态 中 的 和 矩阵 元 才 不 为 零 . 
于 是 ,有 
Fo (ED) 一 《@ |V |G®) 
= (krér | (B | 人 


和 kyr Bsr 


ee | 9 en Re _ 
rp " Eid i Qk + dt, ) 
| A) | KE 
~ OB | A) = dm 二 寺 


(6. 10. 3) 

注意 上 式 的 第 一 等 式 中 已 考虑 到 大 和 air 的 矩阵 元 也 为 零 ， 

上 面 的 近似 等 式 的 得 来 是 如 前 取 了 长 波 近似 ， 
eh rsszl 的 结果 . 

可 以 引 人 费 曼 图 来 形象 地 描述 以 上 的 一 级 微 扰 的 康 
普 顿 散射 ,其 规则 是 

(a) 光 了 于 以 ~ 一 ~ 表示 ;， 
点 (b) 原子 中 的 电子 线 以 -一 -表示 ; 


图 6.7 (c) (BIV|B) 表 示 为 < 人 ( 见 图 6. 7)， 
接 前 面 的 讨论 ,二 级 微 扰 为 


a BV BD |V Ig) 
FY (FE.) 2) EE [6. 10. 4) 


这 时 ,六 中 的 ~A。p 项 会 有 贡献 ,各 A， A 也 会 有 贡献 

由 于 | 名 ), |) 中 都 合 一 个 光子 ,所 以 (6. 10. 4) 式 的 两 个 矩阵 中 的 V 要 么 都 
取 第 一 项 ,要 么 都 取 第 二 项 ,而 一 个 取 第 一 项 另 一 个 取 第 二 项 的 交叉 不 会 有 贡献 
不 过 ,两 个 V 都 取 第 二 项 的 贡献 ~e' ,所 以 如 果 我 们 只 考虑 微 扰 到 中 项 ,就 只 需要 


讨论 两 个 矩阵 元 中 的 V 都 取 4。p 的 项 . 这 种 贡献 也 有 两 类 不 同 的 中 间 过 程 ,它们 
分 别 是 
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fey 1 《 且 | eer Er *p|D|er Ep|A) 
> (m) Te 


22 EW Tw — EP 二 i 论 
(6. 10, 5) 
太 
5 (2) 四 les .LDOTLLewrey .plh) 
7 Wm/ Zw Do EY — EP — wr ++ie 
(6. 10. 6) 


同样 地 取 长 波 极限 近似 e “=1,e "=1, 故 上 两 式 可 简化 为 


e\ | 《有 |Er。p| llé*p|A) 
《6. 10. 7) 
2 | E09 Ea +o— EP 二 


ey 1 ‘Blé*p|lDiI|e; :pl|A) 
| ee 6. 10.8 
|) 大 二 。， 希 - 部 we Se 


现在 对 上 面 给 出 的 结果 作 一些 说 明 : 

(a) 第 一 种 贡献 的 物理 过 程 是 第 一 个 V 的 作用 潭 灭 掉 (ji 二) 的 光子 ,使 中 间 
态 成 为 不 含 光 子 的 纯 电 子 态 | 7T) ,然后 第 二 个 V 产生 Ck:*/) 的 光子 .第 二 种 贡献 
的 物理 过 程 是 第 一 个 六 再 产生 一 个 (kj,E) 的 光子 ,使 中 间 态 成 为 含 电子 态 | 了 及 


两 个 光子 的 态 ,然后 第 二 个 V 潭 没 掉 一 个 (ki,é) 的 光子 ， 

(b) 由 于 第 一 种 贡献 和 第 二 种 贡献 的 过 程 不 同 ,所 以 中 间 态 的 能 量 分 别 为 
EY? 和 EE 各 十 wi 十 wj ,它们 的 分 母 分 别 是 (ES 十 wi) 一 EY 十 和 CE 十 wi) 一 (Ey 
十 内 十 四 —ie=Es —ErP —wr Tie, 

(c) 根据 以 上 的 分 析 可 以 画 出 它们 相应 的 费 曼 图 ,如 图 6. 8 所 示 . 


| ks 
| 
| 
8 I 


图 6.8 


(d) 有 了 费 曼 图 的 帮助 ,即使 不 作 具 体 的 计算 都 可 以 用 物理 的 考虑 画 出 高 一 
级 贡献 对 应 的 费 曼 图 来 . 例如 ,在 图 6. 9 中 按 费 曼 图 规则 可 以 画 出 一 e: 的 图 形 来 . 
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图 .9 
将 到 为 止 的 对 FLE,) 有 贡献 的 (6. 10. 3) ,(6. 10.7),(6, 10. 8) 式 加 起 来 ,得 
F(E)=— ei; .2B|A) 
mn i gal 
已 鹿 Ppre sr pm 
入 pe i 2 
《6. 10. 9) 
其 中 
pa = ‘Blp|D, pan= IT|p|A) (6. 10. 10) 
有 了 F(E,), 按 前 面 的 讨论 ,微分 散射 截面 即 可 表示 为 
si | | Yr 
de = | | F(E,) |*2n3(E/ —E,) 5 (6. 10. 11a) 
以 及 


Ev— Em FE Ee ED + 2 | 

(6. 10. 11b) 
上 式 的 结果 是 将 (6. 10. 9) 式 代入 (6. 10. 11a) 式 ,再 仿照 (6. 7. 13) 式 将 kdk 化 为 
wdw 得 来 的 ， 


6. 10. 2 共振 散射 


现在 考虑 一 个 重要 的 特殊 情形 一 一 共振 散射 , 即 人 射 光子 的 频率 与 |A),|B) 
两 态 的 能 量 差 几乎 相等 , 即 w=Es 一 En. 这 种 情况 和 经 典 力 学 中 讨论 的 受 迫 振动 
频率 和 固有 振动 频率 相近 时 的 共振 现象 相似 ， 

首先 可 从 (6. 10.7) 式 看 出 在 近 共 振 时 ,其 中 的 中 间 态 11 = 1B) 10) 的 那 一 项 
的 分 母 


| tar a f "pp E " pm Ei 
人 =m | "EAAB| A; 二 一 a IE 2 BIE 
Er 
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1 1 
变 得 特别 大 , 而 其 他 的 中 间 态 | 7) 的 贡献 均 可 略 去 . 不 仅 如 4 
此 , 连 (6. 10. 8) 式 的 贡献 也 可 略 去 . 因此 ,在 近 共 振 时 只 需 考 
虑 如 图 6. 10 所 示 的 一 个 费 曙 图 . 


1 和 ee 
从 Ee 一 Ew 二 来 看 ,中 间 态 1B) 10) 的 传播 会 趋 于 


无 穷 (ws Ee 》 

这 和 经 典 力 学 中 如 不 考虑 耗 散 机 制 则 共振 时 会 发 散 的 4 
情形 相似 . 那么 ,在 现在 的 情形 下 又 怎样 才能 使 中 间 态 
1B} 10}) 的 传播 子 不 会 发 散 呢 ?(6. 10. 9) 式 描述 的 FCE;) 只 图 6. 10 
计算 到 e ,而 实际 上 从 前 面 的 计 论 知道 还 有 许多 高 阶 的 微 扰 贡献 . 在 非 共振 的 情形 
下 ,它们 的 贡献 是 可 以 忽略 的 ,但 在 共振 情形 下 传播 子 要 发 散 时 ,高 阶 的 修正 项 就 
不 能 丢弃 不 管 了 ,因为 只 有 考虑 了 它们 后 发 散 才 能 消除 . 这 就 是 量子 力学 情形 下 的 
耗 散 机 制 . 不 过 ,在 考虑 高 阶 修正 时 也 只 需 讨 论 对 中 间 态 |B) 10) 
的 传播 子 的 高 阶 修正 . 图 6. 11 中 用 锣 符 号 表示 所 有 高 阶 修正 图 

8 ”的 总 和 |， 
如 把 没有 考虑 高 阶 修 正 的 |B; 10) 的 裸 传播 子 写作 


—i0| 了 | Emo) |B)|o0= 


| 


1 
同一 正和 十 证 


(6. 10. 12) 
图 6 11 则 完整 的 传播 子 为 
—i0|B|kw) | By|o’ 
要 1 
ww 一 9 十 运 
1 a 1 
Ol BIVID I —— 
下 | w— Ew 十 证 
1 | | = 1 四 ] 
A BV VV | BI 
TT | | 二 汪汪 后天 于 
(6. 10. 13) 


现在 仔细 分 析 一 下 上 式 右 方 的 第 二 项 及 第 三 项 . 
wa ec 


0) 不 为 零 的 是 V 的 第 二 项 V: 一 A: 4 的 矩阵 元 . 
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A=(B1(01 久 1B)10) 一 生 忆 (BI (0 | asat 1 8) 10) 了 
1 
2 全 Ze 
在 上 式 的 推导 中 重复 地 将 4 的 表示 式 代 入 . 妨 ，A 中 会 的 四 类 
项 ayay vas ay ras as 取 和 矩阵 元 时 都 为 零 , 而 ayay 两 重 求 和 也 因 只 
P 有 p=p 的 情形 有 贡献 ,其 余 的 po 的 贡献 也 都 为 零 . (6. 10. 14) 式 
的 这 种 贡献 不 为 零 的 费 曙 图 如 图 6. 12 所 示 . 
(b) 考虑 (6. 10. 13) 式 的 第 三 项 中 的 矩阵 元 , 它 要 不 为 零 一 定 


6.12 是 其 中 的 两 个 V 都 取 W 的 情形 , 即 


OLB |B)|o; 
i mn 十 下 


(6. 10, 14) 


Cs) a) 
, 1 
eu eked (B | A | Ty | Ea,) 
(I | (kAs | CA p) | By |o) 
=- 所 DD | 0 ‘B|(A.p) 
| D | no) SE oF I | (4 p) 1B) 10) 
= f (mw) 《6. 10. 15) 
其 费 曼 图 如 图 6. 13 所 示 . 
按 (6. 10.14) 及 (6. 10. 15) 式 的 精神 可 以 依次 讨论 (6. 10. 13) B 
式 中 所 有 的 高 阶 项 ,不 过 如 前 所 述 , 用 费 曼 图 的 办 法 就 可 以 清楚 、 
直接 地 得 出 C6. 10. 13) 式 中 高 阶 项 的 贡献 ， 1 ka 
ta) 根据 (6. 10. 14) 及 (6. 10. 15) 式 的 费 曼 图 结构 可 以 想到 ,以 
后 高 阶 图 中 一 定 有 如 图 6. 14 所 示 的 e! 图 以 及 以 后 的 高 阶 图 . 


这 些 图 对 一 i(B,0|E(w) 1B,0) 的 贡献 可 以 写成 级 数 形式 图 6.13 
+ 一 二 a 
tO— TT ET 
] ] 
ET + pT 十 从 二 人 


1 
~ w—EP— f(t)—Ati en 
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图 总 14 


(b) 能 理 说 (6. 10. 16) 式 就 是 对 传播 子 一 i(0| (BIk(w) | B10) 的 所 有 贡献 ? 
不 是 ,因为 它 还 没有 和 包括 如 图 6. 15 所 示 这 种 类 型 的 图 的 贡献 . 


pp 


图 6.15 


考虑 到 其 他 各 种 图 的 贡献 gCo) ,hp),… 后 ,应 当 在 (6. 10. 16) 式 中 把 f(w) 十 
A 改写 为 


fl tA— flw) tA hw) i = By) (86. 10. 17) 
(c) 这 样 一 来 在 考虑 了 所 有 图 的 贡献 后 ,传播 子 可 写成 
了 让 1 
—i(B,0 | klw) | B,0) = oh 
在 只 考虑 (ww) 的 阶 近似 时 有 
Plw) a flw) TA (6. 10. 19) 
有 了 以 上 的 准备 ,现在 可 以 回头 来 讨论 共振 散射 的 问题 . 当 把 高 阶 项 考 虚 进 去 
后 ,发 散 的 问题 也 就 迎刃而解 了 . 为 简单 记 , 在 计算 高 阶 贡 献 时 只 取 (6. 10. 16) 式 ， 
因此 (6, 10. 11a) 式 中 的 下 应 改 成 


《6. 10. 18) 


《6. 10. 20) 


FE 而 十 w 一 E® — fy 
在 共振 的 情形 下 ,微分 散射 截面 (6. 10. 11b) 式 如 只 考虑 右 方 的 第 二 个 求 和 中 的 
| 了 = 二 1B8,0) 项 时 , 即 得 
dr ~ ro EP * Pane; * Pre | 
Mm ui 一 《EI 一 a i ep 


《6. 10, 21) 
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在 解决 了 共振 的 发 散 问题 后 ,现在 再 来 看 近 共 振 时 的 
FCE) 二 了 A(E,), 这 时 就 不 能 像 前 面 讨论 时 那样 只 考虑 共振 时 
那 一 个 突出 的 项 了 ,因为 当 它 不 再 发 散 时 ,所 有 其 他 的 项 也 就 不 

= ”能 随意 去 掉 了 , 故 其 费 曼 图 如 图 6. 16 所 示 , 即 A(E;) 应 表示 为 


1 ) 之 EW + — EC—w,+ie 


Ri 


允 Ri 
| a ‘BO VI oo YY | BO， 
图 6. 16 之 i 
(6,. 10, 22) 
后 一 近似 等 式 用 到 了 近 共 振 时 Es Ew 十 wi. 再 利用 
二 


公式 (6. 10. 22) 可 表示 成 
EL i l (0) Oy 
es 2 = = 
f(E) ~ 2 | (I,o | V1 B,0) | (PE pm ES 一 局 0) ) 


(6. 10. 23) 
可 知 


A 


Imf(E) =—x | (lp|V | BO) [EY — EP —w,) 


从 (6. 10. 21) 式 知 |1B) 态 的 能 级 扰动 就 是 

AEp = Ref(E,) 二 让 
至 于 Imf(E;) 的 意义 ,比较 (6. 9. 27) 式 可 看 出 它 与 1B,0) 态 的 衰变 几率 Ts 有 以 下 
的 关系 


mn CB) 一 -- ST (6. 10. 24) 


至 此 ,我 们 可 以 看 到 用 费 曼 图 的 方法 同样 得 出 了 激发 态 的 能 级 称 动 和 衰变 几 
率 (或 寿命 ). 不 过 从 讨论 中 可 以 看 出 , 费 曼 图 方法 不 仅 是 一 个 系统 的 方法 , 它 也 没 
有 Wigner-Weisskopt 方法 里 那些 不 尽 合理 的 近似 假定 和 不 自治 之 处 , 除 此 之 外 ， 
在 其 中 还 能 全 面 地 讨论 高 阶 修 正 , 这 在 WignerWeisskopf 方法 中 也 是 无 法 做 
到 的 . 


6. 10.3 谱 线 形状 
现在 用 费 曼 图 方法 来 讨论 谱 线 形状 . 有 了 以 上 的 准备 ,很 容易 得 到 系统 在 初始 
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时 刻 (t==0) 时 居于 |B,0;) 态 演化 到 + 时 刻 仍 居 于 1B,0; 的 几率 幅 为 
和 | dw i EP 
| -2 w— EF 一 页 一 flw) ie 

(6. 10. 25) 

其 费 曼 图 如 图 6. 17 所 示 , 上 述 积分 中 贡献 最 显著 的 应 来 自 w=Ep 


图 56.17 
附近 ;所 以 可 近似 地 将 分 母 中 的 AA 十 flw) 取 作 
A Nw) m4 A FOE Y = BE 4 Th (6. 10. 26) 


2 
代入 (6. 10. 25) 中 后 , 它 的 分 母 就 是 一 个 单 极点 的 形式 ,利用 图 4. 2 形式 的 积分 环 
路 ( 见 图 6. 18) 立 即 可 得 


- T ry y ih 
(B00 | es | BO = Ll Wri ts +aEBD) 二 Ti 一 eitEpt er 


2 
(6. 10. 27) 
由 上 式 直 接 可 得 在 t 时刻 仍 在 |B,0) 态 的 几率 po (9 为 
pult) =| BONe™ | B00 |? = es = EE 


(6. 10. 28) 
m 一 二 (6, 10. 29) 
L's 
图 6.18 上 面 的 结果 告诉 我 们 用 费 曼 图 方法 同样 得 到 了 激发 


态 的 指数 衰减 规律 . 现在 再 来 看 由 激发 态 | 了 发 射 一 
个 光子 向 基态 |A} 的 路 迁 , 如 果 只 考虑 最 低级 近似 , 则 如 图 6. 19 所 示 , 但 如 把 高 阶 
收 正 考虑 进来 后 , 裸 传播 子 都 应 改 成 物理 的 传播 子 , 则 真实 的 过 程 应 如 图 6. 20 


所 示 ， 
RM 
B 


图 6.19 图 6. 20 


所 以 ,由 1B,0) 到 |A,p) 的 路 迁 的 几率 帐 为 


上 ple | Fe _ Be w— Ea —w—A— fa(w) ie 
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“Asp 1V 1B,0)— (6, 10. 30) 


1 
— Es — fp(w) 一 A 十 证 
对 于 上 式 中 第 一 个 物理 传播 子 的 分 母 中 的 fatw) 和 前 面 的 讨论 一 样 它 在 w= 
EnA 十 ws 附近 对 (6. 10. 30) 式 的 积分 才 有 显著 的 贡献 ,因此 按 同样 的 精神 可 将 
fatw) 写 作 
falw) = 2 ‘A,p -人 Y | ep | V | A,p) 


— 上 r= 一 十 到 


a > (A, Log eel DIA } -FACE 十。) 
《6. 10. 31) 

不 过 ,因为 基态 是 稳定 的 ,不 会 有 衰变 ,所 以 它 只 会 有 纯粹 的 能 移 
点 十 flw) = AEn (6 10 32) 


最 后 在 写 出 从 初始 状态 |B,0) 到 + 时刻 的 基态 |A,p) 的 跃迁 几率 幅 时 ,利用 含 
下 大 半圆 的 积分 回路 ,可 将 贱 迁 几率 幅 表 为 


(Aplew |B,0)=——— A BO 一 一 
wp — (EY + AEs — EY — AE) 十 是 


和 
( cr ) FaE hu ET +AEn YM er ) 


(6. 10. 33) 


再 由 | 《A,ple-*|B,0)|? 可 以 得 到 1 时刻 发 射出 频率 为 w, 的 光子 的 几率 ,并 
由 此 得 出 按 不 同 频率 w, 分 布 的 谱 线 形状 , 


6.11 能 移 


6.11.1 谱 线 宽度 的 计算 


在 上 市 里 作为 一 般 的 讨论 谈 到 ,由 于 与 电磁 场 的 类 合 ,原子 中 的 激发 能 级 会 衰 
变 , 使 得 能 级 产生 移动 并 且 使 谱 线 产生 了 宽度 . 不 过 ,在 那里 没有 作 具 体 的 计算 ,这 
一 节 里 将 仔细 地 去 讨论 如 何 计算 这 个 问题 . 
在 上 节 里 已 给 出 能 移 展开 到 二 阶 的 一 般 公式 
总 | (LolV|B,o) | C6. 1 
AE=AtP% Ee El (6. 11. 1) 
由 于 A 是 一 常量 ,所 以 可 用 “选择 能 量 零 点 ”的 办 法 而 去 掉 , (6. 11. 1) 式 中 的 
第 二 项 中 的 分 子 是 了 在 |B)? 态 与 中 间 态 间 的 矩阵 元 . 前 面 指出 ,中 间 态 |1,p) 是 合 
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一 个 光子 的 中 间 态 ,所 以 在 V 中 起 作用 的 只 是 其 中 的 Vi = 一 万 4。p 那 一 部 分 . 
wp 二 上 ;因此 有 
‘(Ip |V | B,0) 


(nal (47a) 


=— (1,k,én | 之， 


CE 上 十 = i 
7 er "aprveRe i p | B,0» 


=— E(k,én | 多 A meme*" |0I|p|B) 


et 3 (pm > 一 二 号 (pm (6. 11. 2) 
上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 了 e*…"a=1 的 偶 极 近似 . 将 (6. 11. 2) 式 代入 
《6. 11. 1) 式 时 还 将 应 用 极 化 矢量 的 公式 


En): (Eu); = 6 — hh, 
外 


得 到 
> | Ea * Pm |? = pa "Pm Pa » kprm *k 
有 
于 是 有 
了 | 
(97) 中 op nm Ew” — Em 一 天 


上 


one 人 ar* pm— pe * kprm *k 
Cor) Em— El 一 


_ kdk yy 名 | Pr |’ 
-了 了 | 这 : Br 3 EW pl 


一 总 | ,kd (6, 11, 3) 
在 上 式 的 导出 过 程 中 的 第 三 ,第 四 等 式 的 得 来 是 基于 以 下 的 一 些 考 虑 :我 们 总 可 以 
将 Z 轴 选 在 ps 的 方向 , 即 
pa = (0,0, par) 
pr = (0,0, pa) 
同时 ,在 球 坐 标 中 ,,Eo ,é 可 表示 成 
k= (sinO cos pysingsin ,cosO) 


= (sin pp — cos g0) 
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E = (cos Ocos pcos 0 sin g, — sin 


因此 有 
pa * pm — Cpa * k)(Cpmn * k) 一 | pa |:(1— cos:)) 
代 人 (6. 11. 3) 式 的 第 二 等 式 后 面 的 表示 中 ,再 作 角 度 部 分 的 积分 


|an, | pa |*(1— cos’0) =| | pa |:sin Odp(1 — cos’0) 一 | pa | pi 


6. 11.2 发 散 困难 的 解决 方案 


看 一 下 (6. 11. 3) 式 中 最 后 表达 式 里 对 上 的 积分 ,分 子 、 分 母 都 含有 上 ,因此 它 
是 一 个 线性 发 散 的 积分 ,显然 直接 将 (6. 11. 3) 式 解释 为 原子 中 电子 激发 态 的 能 移 
是 不 行 的 . Kramers 考虑 到 这 里 面 可 能 是 一 种 固有 的 理论 框架 带 来 的 发 散 性 ,因为 
当 我 们 回头 去 看 自由 电子 时 ,发现 只 要 同样 去 考虑 它 和 电磁 场 的 耦 台 , 它 也 会 有 能 
移 . 从 物理 上 讲 , 自 由 电子 是 不 应 该 有 能 移 的 ,所 以 这 种 表 观 上 的 能 移 应 该 从 物理 
上 给 以 合理 的 解释 ,并 由 此 去 解决 原子 中 电子 能 移 的 发 散 问 题 . 为 此 ,我 们 要 先 讨 
论 自 由 电子 与 电磁 场 的 作用 . 
自由 电子 的 能 量 本 征 态 是 平面 波 , 也 是 动量 标 符 户 的 本 征 态 , 即 
PIB=p|p=p|p=p|8B) 
故 
pa = ‘BIp|ID=pB|ID= pa (6. 11. 4) 
因此 考虑 自由 电子 与 电磁 场 的 耦合 时 ,其 "能 移 AE," 按 (6. 11. 3) 式 为 


-ef |pa| 
AF,= 之 所 | kdk 2, kh— Ev + EY 


el pS 


| 
一 总 访 产 ] 中 (6 了 115) 


从 上 式 立 即 看 出 ,在 自由 电子 的 情况 下 ,不仅 有 能 移 而 且 能 移 也 是 线性 发 散 
的 ,我 们 可 能 会 想 似 乎 可 以 直接 将 (6. 11. 3) 式 减 去 (6. 11. 5) 式 来 得 到 原子 中 电子 
能 级 的 物理 能 移 . 不 过 ,问题 并 不 是 这 样 简单 ,因为 其 中 还 需要 更 细微 一 点 的 物理 
分 析 , 需 要 细微 一 点 分 析 的 原因 是 因为 以 上 讨论 的 量子 理论 都 是 在 非 相 对 论 的 基 
础 上 进行 的 ,因此 它 只 适用 于 上 ~m 的 范围 ,超过 这 一 范围 需 用 相对 论 的 量子 理论 
来 讨论 . 当 考虑 了 相对 论 的 效应 后 ,包括 (6. 11. 3) 式 在 内 的 线性 发 散 都 会 成 为 对 数 
发 散 ,所 以 在 (6. 11. 5) 式 中 只 需 将 上 限 取 到 mx 即 可 . 因此 ,只 在 非 相 对 论 量子 理论 
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框架 下 计算 AE, 应 为 

| 

AF,= 3 mm zp | 3zx mm 

EN a 

rn 2m a E, 
得 到 相对 能 移 为 

人 ~ 一 ae (6. 11. 6) 
户 


那么 怎样 来 解释 自由 电子 也 会 有 能 移 呢 ?可 以 解释 为 自由 电子 由 于 电磁 场 的 
存在 它 的 质量 增加 了 Bm, 因而 产生 了 能 移 , 即 


二 
AP = 3mtom) dm dr C0, 11. 7 
上 式 中 近似 的 得 来 是 因为 Bm 才 m, 将 这 一 近似 表示 与 (6. 11. 6) 式 比较 , 知 
de ["™ 
Wi = 32 "dk 《6. 11. 8) 
这 样 的 处 理 在 物理 上 称 作 质量 的 重 整 化 , 即 物 理 上 观察 到 的 是 mw 
mew = Mm 二 Bm 【6. 11. 9) 
而 不 是 m. 换 句 话说 ,mm 只 有 纯 理论 的 意义 . 因此 为 了 与 实验 比较 ,原始 的 原子 中 电 
子 与 电磁 场 的 哈密 顿 量 应 改 用 mm 来 表示 
育 -~ EE 十 o(m) 十 疗 忆 ,十字 
= 2 = 并 pp ee 2 
一 i + Btr) + + VO 
= HV (6. 11. 10) 
其 中 
多 =V+ 了 Psim 三 名 十 多 (6. 11. 113 


现在 需要 着 重 阐明 (6. 11, 10) 式 的 意义 , (a)(6. 11. 10) 式 第 一 行 表 明理 论 上 考 
虑 的 是 电子 的 裸 质 量 , 故 有 H, = 全 十 eB(r) 十 各 mw 电子 与 电磁 场 之 间 的 相互 作 


用 是 V. (b)(6. 11. 10) 式 第 二 行 告诉 我 们 实验 上 观察 到 的 电子 质量 不 是 裸 质 量 m， 
而 是 me 一 六 十 3 实验 上 观察 到 的 不 包括 相互 作用 的 哈密 顿 量 部 分 不 再 是 再 
而 是 胡 4 ,而 这 时 的 相互 作用 也 不 再 是 原来 的 VCV) 而 是 十 Vs。 了. 

因此 ,考虑 了 (6. 11. 11) 形 式 的 六 后 的 能 移 便 有 了 两 部 分 的 贡献 ,第 一 部 来 自 
(=V) ,其 结果 就 是 前 面 讨论 过 的 
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一 六 已 | | DI B} 
A 一 一 守 :| dk 3) EE ED (6. 11. 12) 


来 自 六 二 也 =8m 的 能 移 为 


和 


-各 | dL ;5Blp| Dlp1B) 


ke 入 — Es 二 
ea, 2 (kk+E! ) TEE C6. 11. 13) 
现在 将 (6. 11. 12) 与 (6. 11. 13) 式 相 加 ,得 到 能 移 AE, 为 
AEwm = AFE 二 AE, 
CE FE") 
Be |。 do TE Ew (6. 11. 14) 


经 过 在 对 自由 电子 的 考虑 中 引信 质量 重 整 化 和 修正 了 相互 作用 ,增加 了 对 能 
移 的 贡献 . 得 到 的 结论 是 ,由 于 (6. 11. 14) 式 中 只 有 分 母 中 才 含 &, 能 移 已 由 原来 的 
线性 发 散 降低 成 对 数 发 散 了 . 

非 相 对 论 量子 理 论 只 适用 于 低 上 范围 ,发 散 来 自 高 的 部 分 ,正确 的 理论 应 该 
是 应 用 相对 论 性 量子 理论 得 到 的 . 虽然 这 里 不 去 讨论 它 , 但 是 需要 指出 的 是 ,同样 
的 问题 用 相对 论 量子 理论 去 处 理 时 其 发 散 程 度 总 是 比 非 相 对 论 量子 理论 得 出 的 发 
散 程 度 低 , 即 如 用 非 相 对 论 量子 理论 得 出 是 线性 发 散 , 则 用 相对 论 量 子 理论 处 理 时 
就 只 是 对 数 发 散 ; 如 用 前 者 处 理 时 是 对 数 发 散 , 则 用 后 者 处 理 时 就 不 再 发 散 . 因此 ， 
当 我 们 在 非 相 对 论 量 子 理论 框架 下 得 出 (6. 11. 14) 式 的 对 数 发 散 后 ,我 们 可 以 宜 告 
发 散 问 题 已 经 得 到 解决 . 或 者 说 虽然 这 里 不 去 讨论 相对 论 量 子 理论 怎样 计算 能 移 ， 
但 我 们 可 以 把 它 等 价 于 在 (6. 11. 14) 式 中 对 上 的 积分 上 限 不 取 作 无 穷 而 以 一 个 有 
限 的 上 限 代 替 , 来 体现 出 正确 的 相对 论 效应 . 

因为 是 讨论 能 移 , 只 需 考 虑 (6. 11. 14) 式 中 的 实 部 , 即 其 中 的 主 值 积 分 . 为 此 先 
对 如 下 的 主 值 积分 进行 讨论 . 

当 a>0 时 

P| ,让 和 一 站 “| 过 
= [ln(k 一 a)] 十 [ln (一 a)] 
kk—a 


‘611, 15) 
当 a<0 时 ,这 时 实 轴 上 已 无 极点 ,所 以 主 值 积分 与 普通 积分 一 样 . 
= [ln (+la1 耻 一 4 人 (6. 11. 16) 


es dk 
p| ,i = oR 十 | 问 
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如 果 & 六 |al, 则 上 式 可 以 近似 地 合并 为 


:* dk 大 
P| i-~In 人 (6. 11. 17) 
由 于 (6. 11. 14) 式 中 的 上 限 上 有 正好 符合 k 衬 |Ei" 一 E 名 | 的 条 忻 ， i 
GE 一 sD | I | p | By [ES 一 Eg)ln 


(6. 11. 18) 
对 数 函数 In TE 和 E57 与 (E? 一 EP ) 相 比 变化 率 缓慢 得 多 ,所 以 可 应 用 类 似 于 
积分 中 值 定理 的 精神 将 它 改写 为 
,Dr Ek ] 2r ED __ FD 
AE 一 了 (In i 1) 2 | Tp |B) [El 一 BE) 
‘6. 11. 19) 
即 在 上 式 中 将 缓 变 的 In [EPE 用 其 平均 值 代替 而 提出 求 和 号 , 这 时 


(6. 11. 19) 式 中 的 求 和 号 以 后 的 表达 式 可 以 改写 为 
(下 伞 一 ED)BIPIDTIIP|EB) 


= YiuBlp| DU | EP — EY)p|B) 
i 

= 3\ (BI|p| DOU|[H,mp]|B) 
I 


= (B| pL[Hwem sp] | B) (6. 11. 20) 
从 上 式 看 出 要 再 进一步 讨论 就 需 指 明 具体 原子 的 Hams 了. 
现在 以 最 简单 的 单 电子 原子 一 一 氢 原 子 为 例 ， 
Hom 一 本 2 一 近 C6. 11. 21) 


之 7 六 


注意 上 式 中 的 mx 应 理解 为 mw ,由 于 以 后 都 是 谈论 me 所 以 下 标 就 不 再 写 了 . 由 
《6. 11. 21) 式 可 得 


[Humsp] = [去 :一 上 ,|= | 一 <,p|= | 一 全 ,一 iVY |= 一 这 人 
(6. 11. 22) 


得 出 
(B | 中 五.p] | B}) =— |d ys (r)V. (gs Cn) 人 (6. 11. 23) 
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因为 p, Hw 都 是 厄 米 特 算 符 , 它 们 在 1B) 中 取 的 期 待 值 一 定 是 实数 ,所 以 可 将 上 
式 中 的 任何 实 的 量 A 表示 为 A 一 士 A 十 士 A* 从 而 将 上 式 改 成 

(B | pLHyn sp] | B) 

od EO sl (Wn VE) 


+ 去 | drpi Cr) (Var)) 。 和 
-so[s (no02)] (ono 02)] 
=—& |dr| gelr) |* v: (+) 


=—& | dr | galr) 1:( 一 4xgs(m) 
= 2xa | 如 (0) | (6. 11. 24) 
在 上 式 的 推导 过 程 中 ,第 二 等 式 右 侧 的 第 二 项 是 三 维 散 度 的 全 空间 积分 故 为 
零 ,倒数 的 第 二 等 式 应 用 了 V: {二 一 一 4nF(r) 的 关系 式 , 由 (6. 11. 19), (C6. 11. 20) 
及 (6. 11. 21) 式 可 知 ,一 个 能 态 |B) 的 能 称 和 这 个 态 在 零点 处 的 波 函 数 gs(0) 有 关 ， 


而 要 等 点 流沙 数 的 值 不 为 等 ,只 有 5S 波 才 具有 这 个 性 质 . 由 氢 原 子 的 能 态 波 函 
数 知 


sz | 本 
| wa 1 (0) pe (n 为 主 量子 数 ) (6. 11. 25) 
a 二 (8, 11. 260 
[ratty 
这 样 , 由 (6. 11. 19) 一 (6. 11. 24) 式 得 
4 a nm kk 
二 证 lin 二 有 
AE | "TE-EP I ~ (6. 11. 27) 
0 非 人 S 枪 


按 能 移 修 正 后 的 S 态 的 能 量 算出 的 氢 原 子 2S4 与 2P 间 的 脾 迁 谱 线 为 (MHz) 
Ess, 一 了 2= 1 048 MHz 


实验 值 为 1 057 士 0. 1 MHz. 


第 7 章 含 时 哈密 顿 量 问 题 及 绝热 近似 


量子 理论 讨论 物理 系统 随时 间 演 化 问题 的 基本 出 发 点 是 苹 定 请 方程 . 这 是 用 
物理 系统 的 态 矢 随 时 间 变 化 的 苹 定 户 图 像 描述 的 ,与 之 等 价 的 描述 是 态 矢 不 变 , 力 
学 量 随时 间 改 变 的 海 森 堡 图 像 . 在 前 面 几 章 里 几乎 都 只 是 讨论 哈密 顿 量 不 显 含 时 
间 的 情形 , 对 于 与 时 间 有 关 的 外 势 作 用 的 情形 , 即 险 密 顿 量 显 含 时 间 的 物理 系统 的 
演化 问题 ,虽然 原则 上 也 可 从 薛 定 刘 方 程 出 发 ,但 其 繁复 的 程度 比 起 不 显 含 时 间 的 
哈密 顿 量 会 大 许多 . 由 于 含 时 哈密 顿 量 问题 在 近来 的 研究 热点 领域 中 越 来 越 受 到 
关注 ,所 以 应 当 用 一 定 的 篇 幅 去 加 以 讨论 . 

本 章 对 含 时 哈密 顿 量 问题 将 在 一 定 条 件 下 用 一 种 非 微 扰 近 似 的 方法 一 一 绝热 
近似 方法 一 一 来 处 理 . 此 外 也 将 介绍 严格 的 Lewis 方法 以 及 时 空 变 换 方 法 . 我 们 会 
看 到 后 面 的 两 种 严格 方法 总 要 联系 到 一 个 非 线性 方程 的 求解 问题 ,因此 一 般 情况 
下 是 不 容易 求 出 解析 解 的 ， 


7.1 绝热 近似 
7,1.1 纺 热 近似 的 含义 


考虑 如 下 的 含 时 哈密 顿 量 H(z) 
HD = H,+ HG) (7.1. 1) 
对 于 会 时 的 哈密 顿 量 可 以 定义 瞬时 本 征 态 | 如 (?)) 及 瞬时 本 征 值 下 .5 ,它们 
满足 如 下 的 瞬时 本 征 方程 


HO) | 训 人 的 》 = EQ) | wb (00)) (7. 工 分 
系统 的 任何 态 矢 显然 总 可 以 按 肯 时 本 征 态 展开 
| HD = 9 b(t0) | p02)) (7. 1. 3 
将 它 代 人 薛 定 谓 方程 
i 避 | WE) 一 HO) | pet)) (TL. 4) 
给 出 


FB) | DDB DD | hh DY = DIBADE CD) | BY (7.1.5) 
定义 
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AD = CDexp(—i| drE,c2’)) (7. 1. 6) 
将 (7. 1. 6) 式 代 人 (7. 1.5) 式 ,消去 两 端 相同 的 项 ,得 
DCs exp(—i| dr Es) )| 加 GD) 


ee BDC,Dexp(—i| dz’ E(t’) )| dn (2)) 
对 上 式 两 方 左 乘 (y (2)| ,并 利用 定 态 的 正 交 性 , 即 得 
CD =— PC, (t)exp(— 由 dt [EC2’) — Et)]) (ft) | YC)) 
(7.1.7) 

另 一 方面 由 归 一 条 件 

h(t) | ht)) 一 1 (7. 1. 8) 
将 (7. 1. 8) 式 两 端 对 t 微 商 , 得 

0= (#2) | $00)) + (8 C0) | p00)) 
= 2Re (fC2) | &(0)) 


由 于 《yp (0) 1g (2)) 总 是 实 的 ,它们 的 微 商 也 是 实 的 , 即 (y (2) |y,(2)) 只 能 为 实 . 所 
以 上 式 等 同 于 


(bh | =0 (7. 1. 9) 
于 是 (7. 1.7) 式 成 为 
CD =— DC exp(—i| de [Ed) — Ed)]) gl) | po) 
i 看 
(7. 1; 10) 
将 (7. 1. 2) 式 的 瞬时 本 征 方程 对 上 求 微 商 , 得 
Hi | C0) + HO | 0)) = Et) | galt)) + EC) | flt)) 
(7. 1.11) 
将 上 式 两 方 左 乘 以 ( 几 (2) | ,mm 天 ma, 则 有 
(ht) | Ha) | BO) + GAD | HO) | Blt)) 


= Es) (fh (C0) | f(D)) EC) (pl2) | f(t)) C9 
因为 m 关 n, 由 正 交 性 可 知 上 式 右 方 的 第 一 项 为 0, 而 上 式 左 方 第 二 项 中 有 (yg (1)| 
HQ)==E,(0) (6 (0)|, 故 上 式 可 化 为 


yh) | Ht) | gn lo)) 
(fh (2) | gin (2)) EE (7. 1. 13) 
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现在 将 (7. 1. 13) 式 代 人 (7. 1. 10) 式 并 对 两 端 作对 的 积分 | dtC,(1") = 
CC) 一 C(t), 于 是 (7.1.10) 式 可 改写 为 
CD =C) + DD | Ca Varexp[—i| df (Es 一 已 CO)] 


(h(t) | ja (1) | sh)) 

E(t )— Entt ) 

由 于 右 端 的 积分 中 仍 含有 未 知 量 Cr ) ,这样 的 积分 方程 只 好 用 迁 民 法 
求解 . 

第 一 次 先 代 用 右 方 的 C,(t;) 代 替 右 方 积 分 中 的 C, (7 ) ,第 二 次 迭代 时 再 用 第 
一 次 迁 代 得 到 的 C, (7) 去 代替 右 方 的 CC) ,如 此 不 断 继续 下 去 最 后 得 到 如 下 的 
展开 式 


CN 一 Ca) 十 >c, (2) drexp 一 让 df(E, (7) — E,(f) ) | 


《7, 1, 14) 


(hl) | HG | ge)) 
人 FE 十 C7, 1. 15) 
在 (7.1. 15) 式 中 没有 明显 写 出 正比 于 (全 Ce 1C2) ) 的 第 三 项 和 以 
后 的 高 阶 项 . 如 果 在 (7. 1. 15) 式 中 只 取 前 两 项 作为 Cv (的 的 近似 表示 ,那么 这 种 近 
似 展开 在 什么 条 件 下 是 有 效 的 呢 ? 因为 从 上 面 的 分 析 看 出 ,后 面 略 去 的 项 是 依 


名 全 着 (|g 站) 的 徊 次 变化 的 ,可 见 这 种 近似 要 成 立 ,这 个 量 本 身 应 是 一 
个 小 量 . 
如 记 六 (1) 的 时 间 尺 度 为 T, 即 记 (1) ~ 证 ,上 述 量 的 分 母 是 AE 一 已 (z) 一 


E(t ) ,因此 这 个 量 是 小 量 的 条 件 是 

AE :TS] (7.1.16) 
有 了 以 上 的 分 析 , 现 在 可 以 给 这 种 称 之 为 绝热 近似 的 成 立 条 件 一 个 明确 的 定义 , 即 
如 要 (7. 1. 15) 式 的 右 方 只 取 前 两 项 的 绝热 近似 是 一 个 好 的 近似 , (7. 1. 16) 式 的 不 
等 式 必 须 成 立 . 


7.1.2 绝热 近似 下 的 传播 子 


重复 一 下 上 节 的 讨论 . 会 时 哈密 顿 量 系统 的 初始 态 为 |x;,t;) ,将 初始 态 用 瞬时 
本 征 态 展开 
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| Kirtiy = b(t) | dh (i) 


其 中 
bf) = (hE) | rst) = Crit) 
根据 (7. 1. 6) 式 ,在 t=t; 时 
Ch) = bt) = fy xi ts) 
结合 (7. 1. 15) 式 有 


这 eh nc rz) 
-sh [G+ Dc) ave me se 
看 


.人 CD | HE yp) | 


E(t)— Er) 


TE | I -| Et dh lt) | HC) | (1)) 
e 由 几 十 之 ,© EE 


十 [外 1. 17) 
注意 ,第 二 项 中 用 到 了 关系 
Ea EA ej Et 
根据 (7. 1. 17) 式 可 以 导出 传播 子 的 表达 式 
有 Dp) dD gs Ci shi) 


= dE te 


一 一 


ee Et Ch Ct) | HG) | gn C2)» 
+ 之 Dn) | dre oy 


,Eh ED ge Cs) d+ ~ (7. 1.18) 
现在 来 详细 讨论 如 何 导 出 上 式 ， 
(a) 对 于 末 时 刻 ty 同样 有 以 下 关系 
fret) = xsty | ht) 


及 
| p21)) = Db (07) | p(t9)) (7. 1. 19) 
《b) 将 tf/ 一 上 t 分 成 N 段 ,每 段 长 为 e 
nd (7. 1. 20) 


N 


第 7 章 含 时 哈密 顿 量 问题 及 绝热 近似 191 。 
按 传播 子 的 定义 
DC ii 区 十) 一 《| Texp( 一 让 qh)| x;) 


中 
= {xr | [[ exp(— ieH (ke)) | x,) 
十 一] 
= x | hh) | en | gt + CN— De)) 
Bm"er 


(ht CN— De) | eHatN De | 8 CN— 2)e)). 
《让 (看 十 四 | ee | pa) G0) | x) (7. 1. 21) 
Cc) 取出 (7. 1. 21) 式 中 的 一 个 矩阵 元 来 看 
A = (gh (ti 二 ke) | eH) | ple; (ko 1)e)) 


= EV mit (ti 二 RE) | h(t 二 (ko 1)e)) 
= eiEntite) 8. 


二 (t+ Role) | Ht Ro De) | b+ (ko 1)e)) 


Enlti (Ek— le) —E, (rt (k— 1)Re) 


十 ofes) | 
(7. 1. 22) 

在 最 后 一 个 等 式 里 用 到 了 如 下 关系 

二 [加 (十 外) 一 地 人 十 在 一 由 区 ED | 
即 

(gu lti+ RE) |= (gt ko 1)e) |+e(yfn (t+ (ko— 1)e) | 

因此 有 

(ts 十 耻 ) (8 十 颁 一 1)e)) 


二 De | HG oo— De lw (Ro— le)) 


一 Et TG— 1h — EC, Pr 
上 式 的 最 后 一 个 等 式 用 到 (7. 1. 13) 式 . 
(d) 将 (7. 1. 21) 式 中 的 每 一 个 矩阵 元 都 用 (7. 1. 22) 的 表示 式 代 和 人 ,并 只 保留 
到 的 项 ,就 得 
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Dixypstrsxot) = D> dxftr ee EB (xst) 
NM | Ey 
+ 2 2 hE le nt 
十 由 二 ] 


。。( 粤 全 十 外 | iGti 十 证 ) | g(ti 十 是 )》 
E(t + ke) — E(t; te) 
十 
(7. 1. 23) 
令 N 一 co, 并 将 求 和 变 成 积分 即 得 (7. 1. 18) 式 . 
根据 得 到 的 (7. 1, 23) 式 我 们 可 以 对 绝热 近似 的 物理 合 义 作 一 些 解释 . 只 取 
(7. 1.23) 式 右 方 的 第 一 项 并 把 它 和 不 含 时 哈密 顿 量 对 应 的 传播 子 (4. 3. 4) 式 作 比 
较 即 可 看 出 ,如 将 (7. 1. 23) 式 右 方 第 一 项 中 的 E, (1) 只 取 关 于 t 展 开 的 线性 项 ,两 
者 的 形式 完全 一 样 . 换 句 话说 ,在 绝热 近似 的 零 级 近似 里 ,只 要 把 不 含 时 哈密 顿 量 
系统 的 传播 子 表示 式 指数 上 的 E,，t 因子 换 成 售 时 系统 表示 中 的 关于 t 的 线性 项 
即 可 . 更 高 阶 近似 的 意义 是 对 这 一 指数 因子 作 更 进一步 的 修正 . 


7.1.3 ”随时 间 改变 磁场 中 的 自 旋 广 粒子 


为 了 检验 绝热 近似 的 有 效 性 与 绝热 近似 成 立 条 件 之 间 的 联系 ,下 面 将 用 一 个 
简单 并 能 严格 求解 的 例子 加 以 说 明 . 


(a) 考虑 一 个 自 施 为 的 粒子 放置 在 一 个 均匀 磁场 中 的 动力 学 间 题 . 这 个 均 
匀 了 磁场 的 指向 绕 < 轴 以 0 为 夹 角 按 圆 频率 w 转动 ,因此 这 一 磁场 可 表示 为 


B(1) = Bo (sind cos witr + sing sinwty + cos 02£) (7. 1. 24) 
电子 在 磁场 中 的 哈密 顿 量 为 
H(2) =— pe * BW) (7, 1, 25) 
因此 这 是 一 个 会 时 哈密 顿 量 问 题 . 将 待 求 的 粒子 波 隙 数 写成 二 分 量 形式 
[ow (DD 
y(t) = ee 《7. 1. 26) 


代入 醉 定 户 方 程 中 (= 二 1), 有 
ii) =— pe * BU) YL) (7. 1, 27) 

上 式 中 的 gg* BO) 按 (7. 1. 24) 式 可 表示 为 
= Bl)= B, | ( 0 )sin Ocosat 十 (. 


si gsi +( ) 0| 
S11] 马 1I OS 
0 WA td 
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Cos 在 sin 用 已 


sinGe™ 一 cosl 
把 (7. 1, 28) 式 代 人 (7. 1. 27) 式 , 写 出 上 ,下 两 个 分 量 的 方程 ,得 
ig, =— pBolcos Og + sinOe™ gi ) 


igs =— pBolsinO eg — cos 0 gh) 
把 qe” "pe 写成 
Po 二 Eg, , pm 3 
然后 将 (7. 1. 30) 式 代 人 (7. 1. 29) 式 ,得 


ip 十 六 多 =— pBo (gscos 0 posin 的 


er gy 


igm 一 全 网 =— pBo(gusind — gcos Ot) 
(7. 1. 31) 式 两 端 再 对 t 作 一 次 微 商 ,得 

igs 十 pa =— pBo (gucos 0+ gosin 及 
将 (7. 1. 31) 和 (7. 1, 32) 式 代 人 (7. 1, 33) 式 后 化 简 , 有 


= 193 。 


(7. 1. 28) 


(7. 


《7。 


$5 = 一 于 [oz 十 4opBucosg 十 4 (pBo)? cos:0 + 4 (pBo)? sin:0]g, 


引信 
(1 = (w+ 2pBocos 的 :十 4 (ypBosin 的 
后 (7. 1. 35) 式 可 改写 为 
pa = 一 全 


由 上 式 立 即 得 到 gq 的 普遍 解 为 
qu 一 cet wee 
由 (7. 1.37) 和 (7. 1. 31) 式 又 可 得 到 


EN 
多。 2xBusinb 


在 工 一 < 平面 上 ,粒子 的 自 旋 方向 也 取 在 相同 的 方向 , 即 
B(0) = B(sinO7 cos Ox) 
Pm 和 
4(0) = 


sin 一 
2 


《7。 


» 


» 1. 


a 


1 


1. 


1. 


» 1 


29) 


30) 


31) 


32) 


33) 


.34) 


35) 


36) 


(7. 1. 37) 


[(Q— wm— 2uBocos Doet — (N+w+t 2pBocos Weset ] 


(7, 1. 38) 
(b) 有 了 普遍 解 以 后 可 以 考察 一 个 具体 的 动力 学 过 程 . 选择 在 上 一 0 时, 场 强 B 


‘7. 1. 39) 


(7. 1. 40) 
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初始 波 函 数 gy(0) 取 (7. 1. 40) 式 的 正确 性 可 由 


COS 一 一 
ie 0 ”3 
《Ge 一 (cos sin 2 )( be 
11 一 一 
7 
ep A (7. 1. 41) 
2 2 
及 
有 
CDOS = 
0 1 |cos 了 
(or) = (cos sin$)( 时 |=sing (7, 1. 42) 
A 


得 到 验证 . (7. 1. 40) 式 告诉 我 们 (0) 一 Ho (0) 一 cos 疙 ,pw(0) 一 Mo (0) 一 sin 上. 
在 这 样 的 近似 条 件 下 由 (7. 1. 38) 式 可 得 
yi = sing zB sd 2 — 2uBocosf) ei — (2uBo + 2uBocost) cs] 


即 
sain: pa 一 Cg Se = asin’ 号 cos 号 (7. 1. 43) 
这 时 由 (7. 1. 37) 式 得 
(0) =a te — cos$ (7. 1. 44) 
由 (7. 1.43) 和 (7. 1. 44) 式 解 得 
h os $c 0 (7. 1, 45) 
再 由 (7. 1. 37) 和 (7. 1. 38) 式 知 
qa (t) = cos eho 
(7 1. 46) 
p!" (1) > sin Seb 
GD 全 cos Sermo (7. 1. 47) 


于 是 有 
gt (0D) sin Sevres 


利用 上 式 便 可 以 计算 t 时 刻 的 自 旋 粒 子 的 三 个 分 量 的 期 待 值 了 . 
以 (er 的 计算 为 例 : 
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0 1 (gl C1) | 

1 [eins 

= gp" (Do D+ a C(t) " (7) 

= 2Re[Lgt™" (1)ygl™ (1)] 


(oo (qo 1) go 0) 


一 cos te sin Sevres 十 cos See sin eve 

三 0 ] ge i 一 让 证 

一 cos sin > (e 二 EE) (7. 1. 48) 
类 似 可 得 tg.),. 
下 面 分 两 种 情况 来 讨论 : 


Ci) 绝热 条 件 成 立 . 在 这 个 问题 中 ,能 级 差 定 匀 为 自 旋 粒子 的 自 旋 取向 与 吾 同 

加 时 和 反 回 时 的 能 量 差 AE 二 jyBoecos 9 一 (一 jyBo)cos 98 二 2uBocos 0 磁场 对 粒子 提 

供 的 外 势 的 时 间 恋 化 尺度 显然 为 T~ 一 ， 因此 由 (7. 1. 16) 式 给 出 的 绝热 条 件 应 为 
不 等 式 

2uBoecos 0 Dw (7. 1. 49) 


在 (7. 1. 49) 式 成 立 的 条 件 下 , 按 (7. 1. 35) 式 ,有 
有 == (2pBocos 克 4 (CpBosin 


即 
Nn == 2uB, (7, 1. 50) 
将 上 式 代 人 (7. 1. 46) 式 ,并 继续 利用 (7. 1. 49) 式 的 不 等 式 得 到 
《Er 2 Sin 上 ecDS wt (7. 1. 51) 
类 他 地 可 得 
《Gy 2 sin sin wt (7. 1. 952) 
友 
《grey se COSO (7. 1. 53) 


从 以 上 得 到 的 结果 可 以 看 出 :在 绝热 条 件 成 立时 ,绝热 近似 的 含义 不 仅 是 将 传播 子 
中 的 售 上 指数 因子 由 Et 改变 成 对 应 E(t) 展 开 的 线性 项 ,其 余 形式 不 变 外 ,现在 的 
具体 例子 还 表明 如 果 开 始 时 粒子 自 旋 的 取向 和 场 强 方向 一 致 则 由 (7. 1. 51)， 
(7. 1. 52) 和 (7. 1. 53) 式 知 在 任何 时 刻 它 都 和 场 强 取向 一 致 . 换 句 话说 ,只 要 场 强 旋 
进 足 够 慢 ,粒子 的 自 旋 始终 保持 和 场 强 同步 旋转 ， 

(ii) 绝热 条 件 不 成 立 的 情形 . 绝热 条 件 不 成 立时 ,就 不 能 得 到 (7. 1. 51) 式 那样 
的 结果 . 同样 ,(7. 1. 52) 和 (7. 1. 53) 式 都 不 成 立 . 即 是 说 , 自 旋 的 取向 在 以 后 的 时 刻 
不 可 能 和 场 强 同步 旋 进 . 从 物理 机 制 去 考虑 ,这 也 是 自然 的 结果 . 当场 强 随时 间 的 
变化 很 快 时 ,粒子 的 自 旋 将 不 能 通过 相互 作用 跟 上 场 强 变化 的 步伐 . 
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7.2 含 时 哈密 顿 量 系统 的 不 变 算 符 方 法 


随 着 实验 技术 的 发 展 ,粒子 囚禁 在 阱 中 或 腔 中 的 实验 装置 相继 出 现 ,囚禁 粒子 
的 外 势 常 常 是 随时 间 变 化 的 且 变 化 不 是 缓慢 的 ,因此 讨论 更 普遍 的 含 时 哈密 顿 量 
的 求解 问题 明显 有 重要 的 意义 . 特别 地 ,自从 Berry 提出 会 时 哈密 顿 系统 在 参量 空 
间 经 一 闭合 路 径 回 到 出 发 点 时 有 一 拓扑 相 因子 的 存在 ,这 一 问题 的 讨论 就 更 具有 
紧迫 性 了 . 此 外 ,在 量子 信息 .量子 计算 等 领域 中 涉及 受 驱 动 的 量子 系统 ,这 也 需要 
关于 会 时 间 题 的 深入 讨论 . 下 面 首先 讨论 Lewis 提出 的 不 变 算 符 理论 ,然后 再 介绍 
一 种 简明 的 方法 . 


7.2.1 Lewis 的 不 变 算 符 


(a) 考虑 一 个 具有 含 时 哈密 顿 量 H(t) 的 系统 ,并 假定 相应 地 存在 一 个 显 含 时 
间 的 , 非 平庸 的 被 称 为 不 变 算 符 的 厄 米 算 符 I(#) 满 足以 下 的 条 件 


守 二 六 十 贡 二 [I,H]=0 (7, 2. 1) 


r=1 (7. 2. 2) 
另 一 方面 , 含 时 的 薛 定 谓 方 程 为 
访 总 | gD)) = HOG) | go)) (7. 2. 3) 
可 证 Ty 也 满足 上 式 . 证 明 如 下 : 
法 | | (2))) = 法 人 | WD)》 十 证 二 Ep de 
= 法 [ 宅 十 寺 [IGD ,HGDO] 十 二 了 (DID | p(t)) 
= HIGQ) | gn)) 
上 式 的 意义 说 得 更 明确 一 点 是 :如果 |y(?)) 是 苹 定 计 方 程 (7. 2. 3) 的 解 , 则 
I(2) 1g(2)) 也 是 (7. 2. 3) 式 的 解 . 
(b) 假定 物理 系统 的 1(2) 不 含 时 间 的 微 商 . 记 1(#) 的 本 征 值 为 4 的 本 征 态 矢 
为 |4,X), 即 |4,X) 满 足 


I | AX) = A | AX) (7. 2.4) 
既然 ne 点 满足 正 交 归 一 条 件 
站 站， = OD (7. 2. 5) 


es ated ted a 1(1+) 算 符 外 还 应 
有 其 他 若干 厄 米 算 符 和 它 一 起 组 成 完全 系 , 才 能 完全 确定 一 个 态 .X 代 表 完 备 系 的 
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其 他 算 符 的 量子 数 . 可 以 证 明 本 征 值 与 时 间 无 关 且 是 实数 . 
对 (7. 2. 4) 式 求 时 间 的 导数 ,得 


ol | 怠 | 
3 1A TT A | 4,X) 十 各 Ao) (7. 2.6) 


另 一 方面 将 (7. 2. 1) 式 的 右 方 作用 于 | ,得 
和 人 a + IH | AX} — HI | 4%) 


= 法 六 145 十 IH 14,X) 一 AH 14,X) 一 0 C7, 2.7) 
将 以 X | 与 7.2. ee 
读 人 和 | 2 +o [HD—A NY | HIAX 
A er WAX |HILY=0 (7. 2. 8) 
当 取 二 A 时 ,上 式 成 为 
Asx | > [nD =0 (7. 2. 9) 
现 将 (7. 2. 6) 式 也 和 局 | 作 内 积 , 等 式 左 端 变 成 
人 | a [aX) + Asx | [如 | 和 和 
一 (| 2 |] 二 AsX| 总 3 | 7X) 
右 端 变 成 
2, X | 二 A 总 [3 x) 
_ a 
= 侍 上 MX | 总 9 | 1Xy 
即 


a al 一 0 
= dx | 0 (7. 2. 10) 


上 式 为 零用 到 了 (7. 2. 9) 式 . 这 样 就 证 明了 1 与 上 无 关 . 
tc) 下 面 将 讨论 如 何 找到 工 的 本 征 态 与 检 定 刘 方 程 (67. 2. 3) 的 解 之 间 的 联系 


以 帮助 我 们 求 含 时 系统 的 解 . 将 (7. 2. 10) 式 的 号 一 0 代 人 (7.2.6) 式 ,得 
_ al 
信 一 及 一 本 As) 《7. 2. 11) 


用 以 ,XX | 与 (7. 2.11) 式 作 内 积 , 等 式 左 端 变 成 
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(A'sX 1 4 一 也 名 | = QA | | A 

利用 (7. i 
(A sx | > | A,X) = AANA | H | A,X) 

即 

法 A 一 OX | 瑟 100 一 Q 一 OTHIXNX 《7.2.12) 
当 4 了 XW 时 ,消去 因子 (一 A ) ,得 

请 人 | 昌 | 一 OX | 本 | (7.2. 13) 
当然 上 面 的 等 式 不 包括 A= 的 情况 . 假如 和 == 时 上 式 也 成 立 的 话 , 由 于 | ,X'》 
是 任意 的 , 即 可 得 到 
法 卉 | 4X = H | A,X) 


上 式 表 示 |4,X) 就 是 蕉 定 二 方程 的 解 . 不 过 这 还 并 不 成 立 , 因 为 它 未 包括 = 的 
情况 . 
《d) 由 于 假定 I(2) 不 会 时 间 的 微 商 ,所 以 对 |X,X) 作 与 : 有关 的 规范 变换 
| AXY, = ewan | AX) (7. 2. 14) 
后 ,它们 仍 是 I(2) 的 正 交 归 一 本 征 态 , 且 4 关 A 时 (7. 2. 13) 式 仍然 成 立 . 上 述 结 论 
直接 可 以 看 出 ,因为 在 I(t) 不 含 对 时 间 :的 微 商 时 


Je 人 = em TD) 


能 否 选 择 ww (0) 使 (7, 2. 13) 式 对 一 时 也 成 立 呢 ”如 果 成 立 的 话 , 则 |4,X), 就 是 
苹 定 届 方 程 的 解 . 于 是 ,我 们 要 求 


请 (em® | 4,X)) = Hlem® | 4X)) 
即 
法 (总 esx 中 ) | 4X) 十 诉 ex 忆 | 4,X) = ex | 4 
at at 
一 eeD | 4,X) 十 迁 emzto 2 122 = een H | X17) 
两 端 消 去 共同 因子 esz” ,得 
da (ti :OO 
i A 
和 | A (法 去 H)|2,X) 


上 式 与 (4,X| 作 内 积 , 得 到 ax (7) 应 满足 的 方程 
he 一 QsX| (法 鱼 一 H)12,X) (7.2. 15) 
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与 (4,X | 作 内 积 , 则 有 更 广泛 一 点 的 关系 
Bw RX | ( 庄 角 一 H)124,X) 

至 此 ,我 们 得 到 结论 ,将 不 变 算 符 的 本 征 态 矢 集 作 一 个 如 (7. 2. 14) 式 的 规范 变换 ， 
其 中 的 aw (02) 只 要 满足 (7. 2. 15) 式 , 则 变换 后 的 本 征 态 矢 集 就 是 含 时 薛 定 订 方 程 
的 解 . 在 解 (7. 2. 15) 式 时 ,由 于 我 们 可 以 在 初始 时 刻 i 取 不 同 的 初始 值 ,因此 解 出 
的 ax (2 可 以 不 相同 . 换 句 话说 9 Or (ti 并 不 唯一 ， 

在 知道 55 的 新 本 征 态 集 是 薛 定 户 方程 的 解 后 , 薛 定 得 方程 的 普遍 解 将 取 如 
下 的 表示 

[= Semen™ |AX) (7. 2. 16) 


7.2.2 小 结 


(a) 给 定 系统 的 含 时 哈密 顿 量 H() , 求 其 含 时 的 , 非 平庸 的 厄 米 算 符 , 即 不 变 
算 符 TCD .TID 满足 


dI(r) 
dr 


(b) 求 1(?) 的 归 一 正 交 本 征 态 矢 集 { |4,X)}. 

(c) I(1) 与 本 有 共同 本 征 态 矢 集 . 因为 即使 {|X,X,t)} 不 是 ,也 可 通过 与 + 有 
关 的 规范 变换 { |4,X}), 二 exx |4,X) 得 到 . 

《d) 求解 转换 成 求 TQ 以 及 | 说 和 ax ( 旭 的 问题 ， 

(e) I(#) 并 不 唯一 . 两 个 不 同 的 (1) 和 I;(1) 可 以 有 不 同 的 本 征 态 ,不 同 的 时 
间 微 商 及 不 同 的 与 日 的 对 易 子 ,但 最 终 得 到 的 | 应 当 相 同 . 


7.2.3 会 时 谐振 子 


下 面 以 会 时 谐振 子 为 例 ,阐明 如 何 应 用 Lewis 的 不 变 算 符 理论 . 含 时 谐振 子 的 
哈密 顿 量 为 


_ ao ,1 加 
i + 让 LT,H] 0 


H(t) = 2 Lp + (Dg] C7 1 
假定 存在 厄 米 的 二 次 形式 的 不 变 算 符 
TCD = 3[a(Dg +B + YC) {qsp}+] (7. 2. 18) 


其 中 a(2) ,B01) ,y(2) 是 时 间 的 实 函 数 ,1g, 记 p); = 二 gp 十 pq. 在 计算 工 (之 前 , 先 作 如 
下 准备 ; 
(Ca) [9, 轧 | 一 语 (7. 2. 19) 
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(b) 4 一半 [gq'H] 一 二 p 


b=[p'H]=—N(t)g (7. 2. 20) 
Cc) =3[a() (G9tgd) te (DE+ARD GP p+pBI TB Dp 
十 ?CD ptoptipoat po) ty (tg, p}s ] 
= [epatap) tag -BDLED gpt+ pq) | 
+B DP+YOD (Fp’— 0 人 g* )+7 C0) {gq,p)+] (7. 2. 21) 


(d) 二 [本 = 二 (也 CO[7 1 DacH[Lp » FID Tg 。 办 十 太 ] 


二 人 人 SeKDO[f9 。 p}+g:]) 


1 1 , ， 
(e) 让 [gp J] 一 计 (g 一 pF ) 二 计 [q( 讨 十 pq)p 一 p(qp 一 法)q] 
le 放权 
一 证 L 读 (9 轧 十 2g) tgqpap— papq = L2ii(gpt+ pq)] 
=2(gpt py) 
1 
LP 9 = 2(gpt+ pa) 
rl {grp}+,p p*]—F[(qp+ pa p’ —p"(qpt pq)] 
= (gp’ +pap’ —prqp— pq) 
二 去 [( 讨 十 pq)p] 
+p(lpqtii)p— pl(gp—ii)p—p (gp—i) 
i 
Ti 4p 
FC{g,p}+ ,9]=——4g: 
综合 以 上 结果 有 
未 [LT H] = wD (q ,p} -gn t (gq, p+ Dp — Oy)g 
(7 名 22) 


根据 (7. 2. 21) 及 (7. 2. 22) 式 得 


i= + 让 1 [7,H] 
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-et 


为 了 使 1 成 为 不 变 算 符 ,要 求 它 满足 如 下 的 条 件 


为 了 计算 方便 ,引入 g(t) , 合 


代入 (7. 2. 24) 式 的 第 二 式 , 有 


将 (7. 2. 24) 式 的 第 三 式 瑟 成 


将 (7. 2. 26),(7. 2. 27) 式 代 人 (7. 2. 24) 式 的 第 一 式 , 有 
m? (268 十 上 十 zf) 十 202or 十 2005o2 一 一 202or 


即 


gem iO Bm +a 0 


df 
如 记 


则 (7. 2. 28a) 式 可 改写 为 


积分 后 为 


即 


代 人 (7. 2. 27) 式 ,得 


:2 

6--2 

7 一 一 a 十 和 6 
M1) = (1) 
Y=— mero 


a=m(o oo) + 


InF+3Ine=e 
F= mit 
a= mi (go +o0) tr 


= mo +om’y + {0 


可 i 
二 ?十 二 
Lr 


(7, 2, 23) 


(7. 2. 24) 


(7. 2. 25) 


(7. 2 26) 


(7, 2. 27) 


(7. 2, 28a) 


(7. 2. 28b) 


C7. 2. 29) 


(7, 2, 30a) 
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将 得 到 的 ,8,y 都 用 a 表示 的 (7. 2. 25), (7. 2. 26) 及 (7. 2. 30a) 式 代 人 
(7. 2. 18) 式 ,得 到 不 变 算 符 I 用 o 表示 的 表示 式 


i 冯 [Se 十 (号 — mq) | (7. 2. 30b) 
其 中 og 可 用 (7. 2. 29) 式 解 出 . 为 了 将 (7. 2. 29) 式 中 的 任意 常数 c 消 掉 , 引 人 
g(t) = cth() (7. 2. 31) 
可 将 (7. 2. 30b) 和 (7. 2. 28) 式 改写 为 
1=¥ [Br + (bp —mbg)’ | (7. 2.32) 


1 
pi 
实际 上 c 取 不 同 值 去 直接 解 (7. 2. 30) 式 只 是 取 不 同 的 但 仍 等 价 的 不 变 算 符 而 已 . 
因此 ， 为 简单 记 ， 可 取 c=], 

得 到 了 不 变 算 符 了 的 表示 式 (7. 2. 32) 式 后 , 接 下 来 便 可 以 讨论 它 的 本 征 态 矢 

和 本 征 值 . 为 此 定义 一 对 与 时 间 有 关 的 潭 灭 及 产生 算 符 


a = C2) [9 +iCbp —mbg) | 


mb+((t)6— 二 ==0 (7, 2. 33) 


, Ms (7, 2, 34) 
st | 9 iCep 一 玛 @) | 
引 人 的 算 符 a,a 满足 正则 关系 式 
[arat J | +i(bp — mbg) | 2 —iC(bp —mbq) | 
ss 去 [县 —i(bp 一 mg) | 如 二 (Bp 一 mg) | 
~ pa—ap) = 1 (7. 35) 
根据 (7. 2. 34) 式 ,类 似 可 得 TI 用 aa+ 直 接 表 示 的 表示 式 
I= (ar a 去) (7. 2: 36) 
由 于 a*a 有 如 下 的 本 征 值 及 本 征 态 矢 
ate | = (7, 2, 37) 
以 及 


alny = nD atln) = (+1 |n+1) (7. 2. 38) 
根据 (7. 2. 36) 式 , { |) } 也 应 是 1 的 本 征 态 矢 , 且 本 征 值 为 


A = (十 去 ) (n= 0,1,2,*…) (7. 2. 39) 
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但 是 ,按照 前 面 的 讨论 , {1n) } 并非 就 是 厅 (1) 的 本 征 态 矢 ,在 普遍 的 情形 下 它 
们 还 会 差 一 个 与 时 间 有 关 的 相 因 子 ,所 以 还 需要 利用 (7. 2. 15) 式 计算 


Sp = (n | (ia—H)|n) (7. 2. 40) 
下 面 分 别 计算 (7. 2. 40) 式 的 两 项 . 
(a) 首先 将 五 ( 间 用 aa 表示 出 来 . 由 (7. 2. 34) 式 可 得 


b z 
9 一 一 (aa 十 和 ) 
7. 2, 41 
p= 4. 二 | (六 timd )a— (in )at | 四 
v2i b 
代入 (7. 2. 17) 式 得 
_ 1,,s 
站 +g) 
rl ll dl CT + 
= 去 | 5 (Bt) eas in) a + (+i ) (sin) 
1 1 ， 十 上 可 | 
十 二 (去 nd) (元 timb )att+t Sata ) | 
TF a i Ll 
二 学 村 mb 十 2im 一 ja: 3 (六 mb Zim 3 )at 
十 击 ( 六 十 me 荚 )(oat 十 才 + qa) + O(a +a' “+anttat a) | 
(7. 2. 42) 
将 上 式 代 入 (7, 2. 40) 式 并 利用 in|a n==inla™|n) = 二 0, 可 得 
et 工人 (mm me 十 们 大 十 六 ] 人 er ey 2 43) 
再 利用 (7. 2. 33) 式 ,上 式 可 改写 为 
tt (> miz 关 十 二 一 呈 失 ] (二 二) (7. 2. 44) 
(b) 由 (7. 2. 38) 式 的 第 二 式 a+ |n 一 1 二 (mt |n) 出 发 ,两 端 对 t 微 分 ,得 
3 |n 一 DD 二 et 总 |n 一 DD 一 0+ 龟 | 双 
将 上 式 与 ‘n| 作 内 积 
tn| 问 - nl} 二 <n|at 总 1 一 1) 二 (min | 儿 -和 
即 
tx | | n 一 ]) 十 (mn 一 1 | 蔚 | n 一 1) 一 (n+n | 总 S|n) 


最 后 得 
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他 | 总 四 一 人 一 1 喜 9 |» 于 十 (+n 上 | 2 1) (7. 2. 45) 
et 2. i 


= -hati ibpt+s —mg— md) | 


=- 去 | wn 记 一 各 jg+ (B+imd)d— idp— ibp | 
( 


(7. 2. 46) 
将 (7. 2. 46) 式 代 人 (7. 2. 全 


本 bY 
"ll 9 | DD 二 (ny SN 


利用 (7, 2. 33) 式 可 将 (7. 和 47) 式 改写 为 


人 1 总 = 甸 一 1 | 一] 2 


mi 


一 《 昌 下- 0} 二 ni 一 C7. 2. 48) 


a 
(9.2, re 如 果 它 也 确定 了 , 则 可 将 (7. 2. 48) 式 及 
(7. 2. 44) 式 代 到 (7. 2. 40) 式 中 , 即 可 求 出 a 来. 
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现在 把 这 一 小 节 的 内 容 作 一 个 小 结 :(D 以 一 维 谐振 子 为 例 说 明 在 含 时 的 情况 
下 如 何 求 不 变 算 符 I(z) 及 其 本 征 值 和 本 征 态 矢 集 . (让 要 具体 得 到 结果 ,最 终归 结 
为 求 8(2) , 它 满足 (7. 2. 33) 式 表示 的 一 个 非 线 性 微分 方程 . (iiD) 解 (7. 2. 34) 式 需 先 
知道 (2) 的 具体 函数 形式 . 即使 知道 了 mo , 求 一 个 非 线性 方程 也 非 易 事 . 我 们 将 
在 下 一 节 中 针对 一 个 特定 的 20() 讨 论 这 种 类 型 的 非 线 性 微分 方程 的 求解 . (iv) 求 
出 6() 后 , 按 (7. 2. 34) 式 便 知道 a 的 具体 算 符 形式 ,然后 从 a10)=0 的 要 求 可 以 得 


到 10) 的 表示 ,从 而 求 出 (0| 驴 10) 来 


7.3 Paul 阱 中 的 粒子 


上 节 中 介绍 了 含 时 哈密 顿 量 系统 的 不 变 算 符 理论 . 从 中 可 以 看 到 它 是 一 个 系 
统 的 理论 ,构成 了 求解 这 类 问题 的 理论 基础 , 不 过 从 描述 该 理论 的 过 程 中 也 可 以 看 
出 ,应 用 该 方法 求解 是 相当 运 复 的 . 本 节 将 介绍 一 种 针对 不 同 的 问题 将 系统 的 哈密 
顿 量 作 适当 的 函数 变换 和 变量 变换 使 之 退化 为 不 含 时 哈密 顿 量 的 方法 ,从 而 使 问 
题 能 直接 得 到 严格 解 ， 


7.3.1 阱 中 粒子 的 动力 学 
为 了 与 前 面 的 不 变 算 符 方法 相 比较 ,这 里 要 讨论 的 具体 系统 是 Paul 阱 中 粒子 
的 动力 学 问题 . 这 个 问题 中 的 势 是 含 时 的 ,V(z,D) 一 3 (U+Veos wi)z 二 50(D， 
因此 它 的 苹 定 油 方 程 为 
i8yr,D 一 一 二 gz + BT Daigle 9, 3. 1) 
注意 这 里 已 把 一 般 的 含 时 谐振 子 势 中 的 (CD) 取 定 为 一 个 确定 的 函数 了 . 


为 了 将 它 化 为 不 会 时 的 谐振 子 问题 ,下 面 依次 作 通 当 的 函数 变换 及 变量 变换 . 
(a) 作 函 数 变换 
Pz1D) = [exp(—| a Yde) |[expGa() ze) J Cre) (7. 3,2) 
代入 (7. 3. 1) 式 将 它 化 为 mm Crz 9 满足 的 方程 . 
电 pi(z,D 一 一 计 qu (zt) —2ia(Dz Eg (x,t) 
十 [2a2(t) +aD + Dr .3.3) 


在 (7. 3. 2) 式 中 引信 的 函数 ab 是 一 个 待定 的 函数 . 
(cb) 将 al?) 改 写成 
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_ g(t) 
alt) dg(t) (7, 3. 4) 
这 样 就 把 求 待定 的 at#) 转 化 为 求 待定 的 of 的. 再 作 变 量变 换 
y= gp (DI (7. 3. 5) 
5 一 | g(a (7. 3. 6) 
并 令 
plys5) = glxt) (7. 3. 7) 


作 了 这 样 一 些 变换 后 ,(7. 3. 3) 式 可 以 改写 成 
: 己 1 守 1 ,， Ls 1 
1 PY 一 一 了 By Py) 小 (71% 一 多 ts Wy jy 


(7. 中 的 
注意 在 (7. 3. 8) 式 右 方 第 二 项 中 的 圆 括 号 内 保留 了 对 自 变量 + 的 导数 形式 . 

(c) 从 (7. 3.8) 式 可 以 看 清楚 前 面 的 函数 变换 及 变量 变换 的 目的 . (7. 3. 8) 式 
除 右 方 第 二 项 中 的 圆 插 号 外 ,其 余 两 项 的 形式 正 是 不 会 时 谐振 子 系统 的 莅 定 坦 方 
程 的 项 ,而 圆 括号 中 的 是 未 定 的 p 及 其 微 商 ,自然 会 想到 要 求 它 满足 


9p 一 诗作 十 六 人 (DY 一 5 (7, 3 9 


其 中 e 为 常数 . p 如 满足 上 述 条 件 , 则 (7. 3. 8) 式 就 完全 转化 成 了 不 售 时 谐振 子 的 
薛 定 请 方程 . 
由 于 不 售 时 谐振 子 的 薛 定 坦 方程 的 解 是 已 知 的 ,因此 便 可 以 立即 写 出 它 的 波 
肾 数 来 
puly5) = Nsexp(— 记 2 |H, (zy)exp(— iE,s) Cs, 10) 
其 中 


ST [i 11) 


H, 是 厄 米 特 名 项 式 . 最 后 再 将 得 到 的 解 变 回 到 用 z,t 表示 的 形式 
jr) 一 Mip 一 H, (ci Gr)exp| ia(D 2 -= Be/gp| 


exp[ 一 i( 十 计 }e] | (7. 3. 12) 


M, = (ct /2mn yxAT)! 


其 中 
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AT=i—i (7. 3. 13) 
(d) 不 变 算 符 方法 是 一 个 系统 的 方法 , 它 构 成 了 会 时 哈密 顿 量 系统 求解 的 理 
论 基 础 ,而 函数 及 变量 变换 方法 需要 依赖 于 系统 的 具体 性 质 去 找寻 特定 的 适当 的 
变换 , 其 次 ,不 变 算 符 方 法 是 比较 繁复 的 , 先 要 找寻 系统 的 不 变 算 符 , 然 后 去 求 算 符 
的 本 征 解 ,最 后 还 要 计算 应 有 的 相 因子 后 才能 得 到 问题 的 解 , 而 变换 方法 一 旦 找到 
了 恰当 的 变换 则 解 就 能 得 到 了 . 最 后 需要 指出 的 一 点 是 ,两 种 方法 都 有 一 个 待定 函 
数 的 求解 问题 , 特定 函数 满足 的 是 一 个 非 线 性 方程 . 不 变 算 法 要 解 的 方程 是 
(7. 2. 33) 式 ,变换 方法 要 解 的 是 (7. 3. 9) 式 . 不 论 用 哪 种 方法 都 避免 不 了 解 非 线 性 
方程 的 问题 ,而 在 众多 的 非 线 性 方程 中 只 有 很 少数 能 得 到 解析 形式 的 精确 解 , 所 以 
不 论 用 哪 种 方法 去 解 含 时 哈密 顿 量 问题 一 般 都 会 碰 到 这 样 的 数学 上 的 困难 .下面 
针对 会 时 谐振 子 系统 的 非 线 性 微分 方程 给 出 一 种 半 解 析 形 式 的 函数 级 数 解法 . 对 
于 其 他 的 含 时 哈密 顿 量 问题 或 许 也 有 局 发 意义 ， 


7.3.2 函数 级 数 方法 的 应 用 


现在 我 们 用 函数 级 数 法 来 解 方程 (7. 3. 9)， 
在 本 问题 中 但 (1) 二 U 十 Vecos(wt). 为 了 使 (7. 3. 9) 式 变 得 更 加 简洁 , 令 


p(t) = B? (7) (7. 3, 14) 
代入 (7. 3. 9) 式 ,得 
BIN)BO) 十 CCDB4CD 一 (7. 3, 15) 
假定 B(t) 是 如 下 的 函数 级 数 之 和 
B() = D3 cost (wt ) (7, 3, 16) 
昌 = 上 0 
首先 一 定 有 
B, = 人 的， {17) 
其 次 引信 四 种 记号 


Fi= VY mBBBB, 
Fi= mn 
FE 一 )》, m(m—1)BB,BB, 
He (7. 3. 18) 
F"= » BB,BB, 
Tj 三 上 寺 m= 
Fi= y B.BBB, 
t= mn 


其 中 求 和 号 3) 表示 求 和 中 应 除去 BBB,. 将 (7. 3. 16) 式 代入 (7. 3. 15) 式 ,比较 同 
宕 次 的 系数 , 即 可 得 到 B 的 递 推 公式 
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1 

kw Bi — 4UBS 
于 是 这 个 问题 便 得 到 了 管 案 . 

最 后 提出 两 点 :第 一 ,实际 计算 时 ,自然 不 会 将 Bi 算 到 无 穷 多 个 . 对 于 一 定 的 
参数 算 到 足够 高 的 阶 , 精 度 就 会 达到 我 们 的 要 求 . 第 二 ,ce 的 取 值 任意 性 实质 就 是 
不 变 算 符 方法 中 存在 许多 等 价 的 不 变 算 符 ,因此 c 取 不 同 值 的 结果 是 等 价 的 ,不 过 
在 作 函 数 级 数 解 时 ,这 种 任意 性 可 以 用 来 帮助 我 们 选取 适当 的 c< 使 级 数 收敛 得 
更 快 . 


B, (—w rt PF UF 十 YE 人) (7.3.19) 


7.4 Berry 相 


本 节 要 讨论 的 是 在 哈密 顿 量 与 + 有关 的 系统 中 出 现 的 一 个 具有 物理 意义 的 相 
因子 ,这 种 相 因子 被 称 为 Berry 相 因子 . 为 了 清楚 地 阐明 它 的 物理 根源 和 性 质 ,下 
面 在 绝热 近似 条 件 成 立 的 情形 下 来 讨论 ,因为 在 这 种 条 件 下 可 以 使 整个 的 物理 图 
像 看 得 更 清楚 . 


7.4.1 不 含 时 哈密 顿 量 系统 的 动力 学 回顾 


首先 回顾 一 下 前 面 讨论 过 的 动力 学 内 容 . 如 果 一 个 系统 的 哈密 顿 量 是 不 含 时 
的 且 我 们 能 解 出 它 的 定 态 方程 


Hen (x) = Ep (x) C7, 4, 1) 
那么 它 的 传播 子 Dr 就 可 表示 为 
Dr(x; sta sll ati = Dp eg Cx (C7, 4,. 2) 


如 果 一 个 系统 的 哈密 顿 量 是 舍 时 的 电 (1) 而 且 我 们 也 能 解 出 它 的 瞬时 本 征 值 
及 本 征 波 函 数 
HD (rt) = E, (Dy, C(x) 
那么 在 绝热 近似 条 件 成 立 的 情况 下 ,系统 的 传播 子 (7. 1. 18) 式 可 以 近似 地 表示 为 
Dept sla vl sli} = > (ws ts ye 
比较 (7. 4. 2) 和 (7. 4. 3) 式 可 以 看 出 ,在 绝热 近似 下 ,会 时 哈密 顿 量 系统 的 传播 
于 和 不 含 时 的 形式 几乎 是 一 样 的 了 ,唯一 不 同 之 处 是 动力 学 因子 从 换 成 


i (CE) sf) Ci 


了 eo*. 下 面 将 把 在 绝热 近似 下 的 (7. 4. 3) 式 变换 为 另外 一 种 形式 ,并 从 中 引 
和 我们 要 讨论 的 Berry 相 因子 . 
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7.4.2 拓扑 相 因子 


一 个 会 时 的 哈 害 顿 量 一 般 是 哈密 顿 其 中 某 些 物理 参量 是 随时 间 变 化 的 . 例如 ， 

在 7. 1. 3 中 讨论 的 自 旋 粒子 在 磁场 中 的 运动 ,那里 场 强 的 大 小 虽然 不 变 ,但 方向 随 
i 而 变 . 又 如 ,一 个 谐振 子 的 哈密 顿 量 如 取 如 下 的 形式 

H= 十 kD (7. 4. 4) 


其 中 物理 参量 &(1) 是 时 间 的 函数 . 因此 ,作为 普遍 的 表现 形式 ,可 把 合 时 的 哈密 顿 
量 记 为 有 (rt#)),r 是 一 个 参量 . 当然 还 可 以 将 下 面 的 讨论 直接 推广 到 名 于 一 个 含 
时 参量 的 更 普遍 的 情形 . 这 里 为 简便 记 只 讨论 一 个 参量 的 情形 . 于 是 瞬时 本 征 方 
程 为 

i Oy, x,0) = HCr()) Wg, (x,t) (7.4. 5) 
将 册 Cx1 了 改写 成 


dn (1) (7.4.6) 


里 
i| Et) 
| 9 


ft) = pre 
其 中 的 加 (叫做 瞬时 的 本 征 波 函 数 . 
将 (7.4. 的 式 代 人 (7.4. 5) 式 ,得 


一 计 是 下 好 一 we 
iL wpe | "Ge — jp Ee jE, 


请 去 上 式 左 右 方 相 同 的 项 ,得 到 
ip CX st)an(t) ig (x tat) = 0 (7. 4. 7) 
到 此 为 止 , 对 于 在 (7.4. 6) 式 中 引入 的 函数 att) 具有 什么 样 的 性 质 还 没有 进 
行 过 讨论 . (7. 4. 6) 式 左 方 的 (x,t) 自 然 应 当 是 归 一 的 , 即 


EY 


让 Et) | Ep, 下 i 


| (x Xt dx = 1 (7. 4. 8) 
如 果 我 们 也 要 求 p, (x, 让 是 归 一 的 , 即 
|s: (xt) gp xt) dx = 1 (7.4. 的 
这 会 对 a, (有 什么 要 求 呢 ? 根据 (7. 4.6) 式 可 将 (7. 4. 8) 式 改写 成 
| [ox 0) |)? |a, C0) ldx = 1 C7, 4. 10) 
现在 对 (7. 4 9) 和 (7. 4. 10) 式 两 端 作 的 微 商 , 得 
| 总 [prt) dx=0 (7. 4. 11) 


以 及 
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0= | 全 (px [a 02) |?) dx 
= |@(p Cx)") ocd lrdrt+ | [gx 1 a |a,CD) ldx 
= | au 人 (有 | 4 |g Ce 人 12dx 十 号 pao | gp (x32) | dx 


| 2 
= |an(D)| (7.4. 12) 


上 式 可 改写 成 
a Da (C0) +a (Dd(t) =0 (7. 4: 13) 
再 考虑 到 如 (7. 4. 9) 和 (7. 4. 10) 两 式 成 立 , 则 要 求 |a (Co 一 1, 因 此 (7. 4. 13) 式 的 
解 是 
a tt) = et? (7. 4. 14) 
其 中 
bl = i dp: Ge 和 (Ge (7. 4. 15) 


上 式 的 证 明 如 下 ;将 (7. 4. 14) 式 代 人 (7. 4.7) 式 ,有 
0= ig, (x ta (0) ip (x rtd, (1) 
= lg (Xt) em — Plt) gn (XL) em" 
消 掉 共 同 因 子 er” ,得 
ip (xX) — bt) (rt) = 0 
上 式 乘 以 gw lx; 四 及 对 x 积分 ,同时 利用 (7. 4. 9) 式 便 得 到 (7. 4. 15) 式 . 综合 以 上 
的 讨论 ,可 以 由 (7. 4. 3) 式 得 出 传播 子 De (xi ,ta ,ti1) 的 表达 式 为 


区 
i| ae 


D(x sha yk tl ) 一 Dj pn xs ska )e | Lr Cx sil em mt (7.4,16) 


A 从 (7.4. 16) 的 表达 式 看 出 :(D 如 末 我 们 考虑 的 是 从 x 出 发 多 回 到 x 的 循 回路 
径 的 传播 子 , 则 在 传播 子 的 表达 式 中 归 一 正 交 的 办 (x, 中 换 成 了 p(x,). 加 除了 ps 
ei 2nx 的 特殊 情况 外 ,新 的 相 因子 en“ ”%"% 会 和 原来 的 动力 学 相 因 


子 e n”" "一样 起 着 干涉 的 效应 , 这 种 新 的 相 因子 被 称 为 Berry 相 因子 . 因为 它 是 
从 出 发 点 开始 沿 参量 空间 的 闭合 路 径 又 回 到 出 发 点 产生 的 相 因 子 ， 故 可 将 其 称 为 
拓扑 相 因子 . 只 要 仔细 想 一 想 , 这 里 并 没有 产生 新 的 物理 内 容 ,因为 这 个 拓扑 相 因 
子 的 出 现 是 由 于 在 (7. 4. 16) 式 中 将 办 换 成 了 wp。 造成 的 ,实质 上 和 (7. 4. 3) 式 是 一 
回 事 . 不 过 通过 上 述 的 讨论 ,还 是 启发 了 我 们 去 讨论 如 何 确定 p, (1) 并 因此 获得 拓 
扑 相 因子 带 来 的 新 的 物理 意义 . 


7.4.3 相 因子 ps (t) 是 如 何 确 定 的 
因为 昌 (r(t)) 会 时 来 自 其 中 的 参量 7 含 时 ,所 以 p(X; 站) 也 可 写成 p(x,r(2)) 


第 7 章 合 时 哈密 顿 量 问题 及 绝热 近似 。 211 * 


的 形式 , 即 它 是 一 个 复合 函数 . 将 这 一 形式 代入 (7. 4. 15) 式 ,有 
ba Cf) = | dvp; (x,r(t)) pu x,r(t)) 


= i dvp; (Cxvr(D) Lp, Crsr (DY) C7, 4. 17) 


= itn,r(t) | 全 | 天 FE 


在 上 式 中 将 态 矢 记 为 |ar(to) 是 因为 不 同 的 瞬时 本 征 矢 除了 用 ?来 标识 外 ,本 
征 态 矢 也 与 瞬间 的 参量 值 r(t) 有 关 . 将 (7.4. 17) 式 在 所 到 所 的 时 间 段 里 作 积分 ,得 


p= bd 
机 
Ne 是 可 
=i| dyemnr(t) | 一 | mi》 
| 


二 idrn, rt) | | mr (7.4. 18) 


上 式 的 结果 带 来 了 新 的 物理 内 容 , 因 为 从 中 可 以 看 出 当 该 物理 系统 从 HH(rct) ) 出 
发 ,在 参数 空间 中 经 过 了 一 个 闭合 路 径 到 达 末 (rtt;)) 时 ,如 果 r(n)= 二 rtts), 则 从 
哈密 顿 量 来 看 , 它 回 到 了 原来 的 瞬时 哈密 顿 量 ,其 瞬时 本 征 态 矢 似 应 也 回 到 原来 的 
态 矢 . 但 (7. 4. 18) 式 却 告诉 我 们 这 时 的 态 矢 增 加 了 一 个 相 因 子 mw, 说 得 确切 一 点 
是 含 时 哈密 顿 量 系统 的 瞬时 本 征 态 不 但 依赖 于 哈密 顿 量 还 和 演化 过 程 有 关 . 每 当 
它 在 参数 空间 走 完 一 个 闭合 路 径 , 态 矢 就 会 增加 一 个 相 因子 p。. 
这 里 也 许 会 产生 一 个 疑问 , 虽然 系统 经 一 个 财 合 路 径 回 到 原来 的 瞬时 哈密 顿 
量 时 |n,7) 态 多 出 了 一 个 相 因 子 p, ,但 一 个 态 矢 多 一 个 相 因 子 应 当 是 没有 物理 效应 
的 , 如 果 只 有 唯一 的 一 个 态 矢 , 差 一 个 相 因 子 的 确 设 有 物理 效应 , 不 过 一 般 的 态 是 
由 许多 瞬时 本 征 态 矢 组 成 的 . 当 走 完 一 个 闭合 路 径 时 ,如 不 同 寺 的 mm 是 不 同 的 , 则 
该 态 矢 的 变化 便 并 非 是 一 个 单一 的 相 因 子 变化 . 不 同 的 m 的 相 因 子 之 间 就 会 产生 
干涉 效应 . 
也 许 还 会 提出 第 二 问题 . 当 我 们 专注 于 一 个 特定 的 [ns7} 时 , 它 在 三 的 出 发 时 
刻 人 允许 有 一 个 相 变 换 
| Hr) —= een | nry (C7. 4. 19) 
那么 ,如 果 不 从 |n; 让 出 发 而 从 es ?|n,7) 出 发 ,得 到 的 ps, 还 是 一 样 的 吗 ? 如 果 结 
果 不 相同 ,显然 m 还 仍然 不 是 实质 的 物理 效应 . 为 了 回答 这 一 问题 ,由 (7.4. 19) 式 
可 得 
应 一 i de) nr | en ew | nor(t)) 


a ihdr[L Cn, rt) | 号 | wort)y 4 tnortty 1 i | me rt8) 
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2 a me 


iarcwrco) | | nr()) 一 中 mr 人 | BD) | rlD) 


es idrtn, ri) | 全 | 和 et) (7. 4. 20) 


结果 得 到 的 p, 是 一 样 的 ,因此 讨论 的 拓扑 相 因子 是 与 相 变换 无 关 的 . 最 后 要 回 管 
的 问题 是 在 上 一 小 节 最 后 一 段 里 曾 谈 到 , Berry 相 因 子 是 通过 (7. 4.6) 式 的 由 到 
Ps 的 变换 引信 的 , 似乎 它 只 有 一 个 形式 变换 的 意义 . 答案 是 如 果 这 样 引 人 的 名 和 
于 无 关 , 那 么 正如 上 面 回答 的 第 一 个 问题 那样 , 它 不 具有 真正 的 物理 意义 . 但 如 名 
依 n 的 不 同 而 异 ,那么 Berry 相 因子 就 具有 真实 的 物理 效应 . 自从 Berry 提出 这 样 
的 理论 后 ,许多 研究 工作 对 一 些 物理 系统 进行 过 讨论 并 得 到 了 肯定 的 回答 . 


第 8 章 相 干 态 


普通 量子 力学 教科 书 里 讲授 最 多 的 Hilbert 空间 的 基 , 一 般 采 用 的 都 是 粒子 
数 一 定 的 态 矢 . 具有 相同 粒子 数 的 态 矢 组 成 一 个 子 空间 ,整个 态 天 空间 由 那些 不 同 
粒子 数 的 态 矢 子 空间 组 成 . 换 句 话说 ,全 部 态 矢 空间 由 各 个 不 同 的 n 的 子 空间 组 
成 . 每 一 个 子 空间 内 有 各 自 的 正 交 归 一 基 . 事实 上 我 们 在 第 1 章 里 讲 多 体 的 波 函 
数 ,就 是 在 这 样 的 基 上 展开 的 . 这 种 展开 称 之 为 粒子 数 表象 . 

从 物理 图 像 的 角度 考虑 ,这 种 粒子 数 表象 是 容易 理解 的 . 但 是 如 果 从 物质 的 相 
互 作用 的 角度 来 看 ,这 种 表象 似乎 也 有 不 方便 之 处 . 例如 ,前 面 讲 到 粒子 与 光子 的 
作用 ,粒子 从 一 种 状态 经 作用 转变 到 另 一 种 状态 时 ,作用 结果 可 能 产生 一 个 光子 ， 
也 可 能 潭 灭 一 个 光子 , 因此 尽管 最 初 状 态 是 一 个 确定 光子 数 的 态 , 经 过 不 断 的 相互 
作用 也 会 产生 出 各 种 光子 数 的 态 矢 分 量 来 ,一 般 来 说 ,系统 的 态 矢 中 会 包含 所 有 ? 
的 子 空间 的 态 矢 分 量 . 粒子 数 表 象 在 这 种 情形 下 也 许 不 是 最 方便 的 . 

那么 能 和 理想 象 引 人 一 种 基 , 它 在 图 8. 1 中 的 每 一 个 n 的 子 空间 里 都 有 分 量 呢 ? 
或 者 说 把 图 8. 1 的 态 矢 空间 纵向 划分 为 一 些 子 空间 ,而 每 一 个 基 是 这 种 纵向 于 空 
间 中 的 一 个 特定 的 态 矢 ,使 其 更 适 于 描述 相互 作用 的 情形 . 这 种 基 就 是 所 谓 的 相干 
态 .不 过 ,在 后 面 我 们 将 看 到 它 不 像 粒 子 数 表象 中 的 基 那 样 可 以 选 为 正 交 归 一 的 态 
矢 . 相干 态 可 以 归 一 ,但 并 不 正 交 . 

在 没有 仔细 讨论 相干 态 的 性 质 之 前 至 少 可 以 谈 到 一 点 , 那 就 是 从 图 8. 1 的 大 
体 定性 的 描绘 可 以 看 出 相干 态 是 含有 所 有 不 同 n 的 态 和 分量. 也 即 每 一 个 相干 态 
在 粒子 数 表 象 中 展开 时 一 定 有 无 穷 多 个 态 矢 分 量 . 反之 每 一 个 粒子 数 表象 里 的 基 
矢 在 相干 态 表 象 中 展开 时 也 会 有 无 穷 多 个 分 量 . 
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最 后 还 要 提 到 相干 态 在 实际 物理 中 的 重要 性 . 例如 ,在 量子 光学 的 实验 中 容易 
制备 出 的 光子 体系 常常 处 在 相干 态 而 不 是 光子 数 一 定 的 状态 , 


8. 1 玻 色 系统 的 相干 态 


玻 色 粒子 系统 的 相干 态 性 质 和 费 米 粒子 系统 相干 态 是 很 不 同 的 ,所 以 应 当 分 
别 予 以 讨论 . 在 本 节 里 将 讨论 玻 色 系统 的 相干 态 . 


8. 1.1 相干 态 的 定义 


相干 态 定义 为 潭 灭 算 符 的 本 征 态 , 即 
| =| (8. 1. 1) 
其 中 as 代表 单 粒 子 态 a 的 潭 灭 算 符 ,4 表示 某 一 个 本 征 值 ,|%w 是 相应 的 本 征 态 . 
人 们 也 许 会 问 是 否 也 可 以 类 似 地 定义 一 种 产生 算 符 的 本 征 态 呢 ? 答案 是 否定 的 . 
可 以 分 析 如 下 :任意 态 总 可 以 在 粒子 数 表 象 中 展开 为 (为 简单 计 , 讨 论 只 有 一 种 单 
粒子 状态 |a) 的 情形 ) 


p= DA n,) (8. 1. 2) 


ns 表示 在 单 粒 了 于 态 la) 上 占有 的 玻 色 子 数 . 可 以 取 为 0,1,2,.… ,rw 是 这 个 态 的 最 低 
玻 色 子 占 有 数 . 当 用 产生 算 符 作用 到 态 |8y? 上 时 ,最 低 的 占有 数 态 粒 子 数 m 将 变 为 
mo 十 1; 从 而 不 可 能 重 现 原 有 的 态 |g) ,因此 不 可 能 有 产生 算 符 的 本 征 态 . 但 对 潭 灭 
算 符 来 讲 , 情 况 就 不 一 样 了 . 下 面 讨论 相干 态 的 存在 及 其 显 式 表达 . 


8.1.2 玻 色 系统 相干 态 的 表示 
为 了 使 讨论 具有 普遍 性 ,考虑 玻 色 系 统 的 所 有 单 粒 子 态 的 完全 量子 数 集 {w 上 
将 任 一 个 态 矢 在 粒子 数 表象 中 展开 
| 9} = 2 A nn | Tha see EY (8. 1, 3) 


sua 


如 果 相干 态 的 确 存在 并 假定 | p) 就 是 要 求 的 相干 态 ; 则 当 任 意 单 粒 了 于 态 的 漂 灭 算 
符 u 作用 到 | 内 上 时 痢 会 得 到 某 一 个 本 征 值 乘 上 原来 的 态 | 内. 同时 按 这 一 要 求 就 


能 给 出 A， … 的 显 式 表 达 . 为 了 看 得 更 清楚 一 些 , 先 讨论 只 有 一 个 单 粒 子 态 
的 情形 ,然后 再 推广 到 多 个 单 粒 子 态 的 普 放 情形 
这 时 普遍 的 态 写 成 
0 (8.1.4) 


[nm), 的 下 标 a 表示 只 讨论 单一 的 单 粒子 态 |a) 的 情形 . 如 果 相干 态 存在 ,应 有 


a | 内 一 由 | 9 《8. 1. 5) 
那么 问题 就 是 相对 于 本 征 值 ,1{A}) 应 取 什 么 样 的 值 ? 要 是 能 给 出 明显 的 
{A } 的 值 , 则 相干 态 一 定 存 在 , 且 对 应 于 gq 的 本 征 态 |q,) 也 就 知道 了 .下面 的 任 
务 就 是 求 相应 于 给 定 的 q, 的 {A,). 将 a 作用 于 |g》 上 ,有 


| P= 2A. | = D1 mA, | n—1), 


= 7A. 1n). (8. 1. 6) 
比较 上 式 两 方 的 |n 一 1)。 的 系数 ,得 
A 二 全 A 
A 
按 上 式 的 关系 推 下 去 ,有 
站 一 再 4A 二 村 于 A = 
n JJ wii 一 1 will 
如 选 定 A 二 1, 即 可 得 出 所 有 的 系数 A, 的 值 为 
— 《Bm) 
A, = AT (8, 1.7) 


推广 到 普遍 情形 是 直接 的 ,原因 是 将 尾 意 算 符 a, 作用 到 (8. 1. 3) 式 的 16? 上 时 ,其 
他 的 nj 考 门 都 不 改变 ,情形 和 上 面 的 单一 a。 时 一 样 . 因此 立即 可 以 写 出 
A 8.1.8 
ou (8.1.8) 
至 此 ,|py 作 为 所 有 潭 灭 算 符 {a。} 的 本 征 态 的 系数 4， 由 本 .的 显 式 表达 已 得 到 , 相 
干 态 的 存在 也 因此 得 以 证 明 . 
人 下 . 因为 态 矢 |n, yz …ms 也 可 以 表示 为 


让 《os )™ (Can Ja * (Qe ) mp ee [0 《8.1.9) 
| ns 


将 上 式 及 (8. 1. 8) 式 代 人 (8. 1. 3) 中 ,有 
> (go i )™ (goo, Gn ) "ss 2 (Goan Js | 0) 


| | 1 
Nis 四 fla 下 Te - 


| 二 


| ¢) = 
ne 


= eZr | 0) (8.1. 10) 
上 式 是 常用 的 相干 态 表 示 形 式 . 


8. 1.3 相干 态 的 性 质 
(a) 由 相干 态 的 定义 有 
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ae | 0)》 = peBeee | 0) (8.1.11) 
取 共 辆 得 
(0 | eS "at = (0 | eS% "gp (8. 1. 12) 
(b) 将 产生 算 符 作用 于 相干 态 , 得 
atedm | 0 一 -9 eree | 0 (8. 1. 13) 


Og, 
取 共 二 得 


3 “机 a 时 
(0 | esr a, 一 -GD | et (8. 1. 14) 
Ops 
(c) 考虑 两 个 相干 态 


| yp = . 本 二 二 EE CE 
a "May 5 上 We 1 i To, | na, 1 EP 
ra "oy 
| op) 一 记 ， 和 Ps, 


a Tl 
是 证 间 
人 
作 它 们 的 内 积 
四 PR p” op 本 
(Po 一 2 让 村 和 了 
可 | 本 , i " Fa 4 Ts, ne 
we" Pp” 

Cm Ne | oe 


A a 站 二 a , 重重 二 


可 本 本 a 
> (ga pa) 入 本 (pp Po) Ea (8. 1, 15) 
丽 1 遇 “ee 十 ee Me 1 na 1 $s 是 虽 

全 | 面 可 于 记 


上 式 表 明 相 干 态 空间 里 不 同 的 相干 态 并 不 正 交 , 它 不 像 粒 子 数 表象 中 不 同 粒 子 数 
的 Fock 态 是 正 交 的 . 


8.1.4 封闭 关系 


相干 态 间 有 类 似 于 Fock 态 空 间 的 封闭 性 关系 
II 0 Spe Don | 9)(p|=1 (8. 1. 16) 
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为 证 明 上 述 关 系 , 下 面 分 几 步 讨论 . 
(a) 先 考虑 积分 测度 问题 . 可 将 对 {gs }) 及 {gs} 的 积分 名 < 名 : 换 成 对 qo 的 实 
部 及 虚 部 的 积分 ,积分 变换 的 Jacobian 行列 式 为 


CC om | 
dlRe gm) BlIm og,) 


1 一 一 
7 了 = -| |=2 (8.1. 17) 
Og om | 1 1 | 
oa(Re gp) dlImg,) 
因此 有 
d(Re 加 mg 
| 和 ~| 工 


《b) 计算 如 下 的 对 易 式 
[as | og | = a | pp |—| oy | a, 


= | op 一 二 | pp | 
Pi af Pr "Pp 


= (9 Bor] gp | (8. 1. 18) 


上 式 第 二 等 式 后 的 结果 利用 了 (8. 1. 11) 及 (8. 1. 14) 式 . 利用 (8. 1. 18) 式 计算 下 面 
的 对 易 式 


dogs dp -Te， 
[| I ds Ser Derive | op)e | 


| 工 (% ep) Pp) oy | 


= 可 所 站 | {% t amr )e Pl pp) 


= ‘8. 1. 19) 

上 式 第 二 等 式 后 的 表示 式 是 分 部 积分 的 结 洲 . 
(c) 在 (8. 1. 19) 式 左 方 对 易 式 中 的 第 二 个 算 符 是 自 共 固 算 符 , 因此 对 

(8. 1. 19) 式 的 两 端 取 共 堪 便 得 到 如 下 的 结果 


I Se Ys | gpl|=0 (8. 1. 20) 


(8. 1. 19) 及 (8. 1. 20) 式 的 意义 是 对 易 式 中 的 第 二 个 算 符 和 所 有 的 a ,a; 都 对 易 . 
另 一 方面 ,我 们 知道 系统 所 有 的 算 符 均 由 基本 算 符 {a。 }) , {a* } 组 成 ,因此 该 算 符 就 
与 所 有 的 算 符 都 对 易 一 一 它 只 可 能 是 一 个 常量 算 符 . 

(d) 为 了 求 出 该 常量 算 符 的 值 ,可 以 将 它 在 任意 一 个 物理 态 中 去 求 期 待 值 . 因 
为 它 是 常数 算 符 ,期 待 值 就 是 它 的 值 . 由 于 真空 态 是 最 简单 的 态 , 所 以 我 们 就 来 求 
它 在 真空 态 中 的 期 待 值 
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do, de, = , 
‘||ll ry | gp} ep | 0) 
=[II cps Cpe Dri, (0 | g) (gp | 0) 


et -De 


-| 2 2 ) d(Tm @,) raeweitma 
各 不 


TT TWA) Vs) = 1 (8. 1. 21) 
其 中 用 到 了 如 下 的 关系 
(0| 四 一 《01|e3em |0) 
一 40|10) 十 60| > 二 (pe ) | 0 


= 010)=1 (8. 1. 22) 
至 此 我 们 便 完成 了 对 (8. 1. 16) 式 表示 的 封闭 性 的 证 明 . 


8. 1.5 封闭 关系 的 应 用 


(a) 记 一 个 算 符 A 的 迹 为 Tr A. 设 {|n)} 是 Fock 空间 里 的 一 组 完备 的 态 
矢 , 即 


2 | 81< 1 
则 A 的 迹 定义 为 
TrA= Yn| Aln) (8. 1. 23) 
其 物理 意义 是 该 算 符 在 完备 态 矢 集中 的 期 待 值 之 和 . 算 符 A 的 迹 是 一 个 和 完备 态 
设 人 人 上 和 人 ?是 两 个 不 同 的 完备 态 和 天 集 , 则 
Tr A= Sn|Aln 一 Sn| A |m) tm |n) 


= Ym|mn|Alm) = Ym|Al|m) 
(b) 利用 封闭 性 关系 写 出 算 符 的 迹 的 相干 态 表 示 
TrA= DlAln= Dl | Se er | gp|Aln) 
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= 5 Sez | 有 | 办 人 | 


I ES re Tr lglA lg) (8. 1. 24) 


(c) 如 同 任何 态 矢 可 用 一 组 完备 的 态 矢 集 展开 一 样 ,利用 封闭 性 关系 也 可 以 
将 该 态 矢 用 相干 态 矢 集 展开 


DD=|II 蚁 各 cg) ly 


-|II Ces pre mp" ) | 9) (8. 1. 25) 
现在 把 上 面 的 展开 式 同 一 个 粒子 的 任意 态 矢 在 完备 的 位 置 态 撩 集 上 的 展开 式 
| 内 = | [xx | dx | = | dc | x) (8, 1. 26) 


作 一 比较 . 由 于 在 量子 理论 中 将 (x) 叫做 1y; 在 位 置 表 象 中 的 波 函 数 , 则 由 
(8. 1. 25) 式 ,op| 必 可 叫做 | 必 在 相干 态 表 象 中 的 波 函 数 . 
(d) 算 符 对 相干 态 波 函数 的 作用 . 为 了 清楚 地 说 明 这 个 问题 的 意义 ,还 是 用 态 
矢 在 位 置 表 象 中 的 波 函 数 来 作 一 类 上 比 , 一 个 态 矢 | 几 ,描述 一 个 粒子 系统 的 一 个 物 
理 状态 ,这 个 物理 状态 也 可 以 用 相应 的 波 函 数 yx) 来 描述 . 此 外 ,一 个 算 符 作用 到 
一 个 态 矢 上 会 把 它 转化 为 一 个 新 的 态 矢 . 例如 ,用 三 和 算 符 作用 到 态 矢 |y; 上 有 
| =| gh) 
p|=| 业 ) 
我 们 会 问 新 的 | 加) ,| 各 ) 对 应 的 波 函 数 内 (二 及 几 ( 二 0) 与 原来 的 yt 有 什么 关系 ? 
其 实 这 个 关系 是 我 们 熟知 的 , 即 
hh = p= (|= | = px) 


(8. 1. 27) 


直人 
由 () 二 (| 由) 二 (人 | 疡 | 办 = 全 | 计 巷 1D (8. 1. 28) 


一 二 名 站 与 
3 3z* | 内 1 Bz) 


(8. 1. 28) 式 告诉 我 们 , 算 符 z 及 户 , 对 波 函 数 y(x) 作 用 产生 的 新 波 函 数 为 

Thr) = 人 

KEY = Qyz) (8. 1. 29) 
有 了 这 样 的 类 比 后 ,我们 就 清楚 下 面 要 讨论 的 是 :如 果 一 个 物理 状态 对 应 的 态 矢 是 
| 四 且 它 在 相干 态 表 和 象 中 的 波 函 数 是 yy(qp" ) ,那么 一 个 算 符 作用 到 这 一 波 函 数 上 会 
得 到 什么 样 的 波 函 数 呢 ? 由 于 任意 的 算 符 总 是 由 基本 算 符 a,。 及 as 所 构成 ,因此 
只 要 讨论 它们 对 相干 态 波 函 数 的 作用 就 可 以 了 . 于 是 问题 就 归结 为 问 a | 及 
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ar | 办 对 应 的 相干 态 波 函数 为 何 . 利用 (8. 1. 12) 及 (8. 1. 14) 式 ,有 
hp )= tg la | = ‘(Fla | 
a a , 
= gp | = yp ) (8. 1. 30) 
3 v1Iy Bor Pe 
hp = (pa [DD = pip | 
= | = pb) 《8. 1, 31) 
可 见 , 与 位 置 表 象 中 霸 ,p, 算 符 对 波 函 数 的 作用 为 
凤 全 


Fz 各 也 主 过 (8. 1. 32) 


的 代 换 关系 类 似 , 在 相干 态 表象 中 有 如 下 的 代 换 关系 
ds 一 a a — qe 《8. 1. 33) 


(e) 定 态 方程 . 一 个 物理 系统 的 哈密 顿 量 也 是 由 基本 算 符 集 合 {a* } 及 {a,}) 构 
成 的 , 它 的 定 态 方程 为 


再 ({at+} (a) | =E|y (8. 1. 34) 
该 定 态 方程 如 果 在 相干 态 表象 中 写 出 , 则 有 
Hdat}, {a Dy ) = Eylp') (8. 1. 35) 
例如 ,在 多 体系 统 中 常见 的 多 体系 统 哈密 顿 量 为 动能 加 上 粒子 之 间 的 相互 作用 
可 一 对 Tomjap 十 计 2 ap 1» | atajarm, (8. 1. 36) 


因此 ， 它 的 定 态 方程 在 相干 态 表象 中 就 可 写成 


[Twp 5 二 2 3 2 (op Iv | Wg pi 30r or ) 
= Ey(g’*) (8, 1. 37) 
(人) 一 个 例子 一 一 Polariton 模型 Polariton 是 人 射 到 固体 中 的 光子 与 声 子 结 
合 形成 的 复合 体 . 这 里 考虑 最 简单 的 Polariton 系统 , 即 单 模 光子 和 单 模 声 子 耦合 
的 系统 . 记 a,a 是 光子 的 还 天 和 产生 算 符 ,5, 太 是 声 子 的 天 天 和 产生 算 符 ,om 是 
光子 的 能 量 (一 1) an 是 声 子 的 能 量 ,X 是 两 者 相互 作用 的 耦合 常数 . 这 一 粳 合 系 
统 的 哈密 顿 量 为 
H=oa aiob bi-Xta +aB ta b+i+r a) 

现在 在 相干 态 表象 中 写 出 这 一 系统 的 定 态 方程 


| wp: oa 二 +x (gp Te 3 + Et Bw) Ws: nt 


= Ej(g ,gi ) 
(8. 1. 38) 
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根据 以 上 的 方程 形式 可 以 尝试 将 其 基态 解 写 成 
pp so ) = em mo ths Po te Bh (8. 1. 39) 
将 (8. 1. 39) 式 代入 (8. 1. 38) 式 ,得 
wag pe pH way pe pe + 28p pe bt wype pe 
+ Nop pe p+ 2 Nps pe b+ yp pe p+ 2 Wape pe yi ps pe 
+Xyy + dappi pi p+ 2 Kayps pi py +2 Nype pe pt pe py 


= Ey 
(8. 1. 40) 
比较 上 式 两 方 的 gv po ygy ge yrge pi 及 yj 的 系数 ,得 
2ua Ny +2 Xay =0 (8. 1. 41) 
2 十 和 十 2 = 0 (8. 1. 42) 
wy 十 owY 十 X 十 2 各 十 2 8 十 XGdaB 十 产 ) 一 0 (8. 1. 43) 
jy =E (8. 1. 44) 
由 (8.1. 41) 及 (8. 1. 42) 式 给 出 
a = 一 二 (8. 1. 45) 
= 一 到 让 和 一 (8. 1. 46) 
由 (8. 1. 43) 式 给 出 
(au 十 ew)EE 十 瑟 十 XX (1 十 中 十 28 十 da 让 二 0 (8. 1. 47a) 
即 
+ 
E+ Co to)E+X | 一 wt Bw t+E) 


(Ew) (ETon) LE o) (Ean) — wre | 
十 六 | 型 十 序 (e + ow) + wwws |= 0 (8. 1. 47b) 


剩 下 的 就 是 解 上 面 的 E 的 四 次 方程 了 . 这 里 附带 提 一 点 ,从 (8. 1, 38) 式 可 以 看 出 
系统 的 哈密 顿 量 是 算 符 的 二 次 型 ,原则 上 可 以 通过 正则 变换 使 之 对 角 化 . 这 种 方法 
的 好 处 是 一 旦 实现 了 对 角 化 ,所 有 的 能 态 和 态 矢 都 可 得 到 ,但 困难 的 是 变换 很 复 
杂 , 特 别 是 当 模 式 数 很 多 时 几乎 无 法 解决 . 用 相干 态 表象 中 的 定 态 方程 推广 到 多 模 
情形 除 更 复 末 外 ,原则 上 一 样 是 可 行 的 . 
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8.1.6 相干 态 与 Fock 态 的 比较 


(a) 相干 态 明显 地 不 是 粒子 数 一 定 的 Fock 态 , 即 它 不 是 粒子 数 算 符 元 一 aza。 
的 本 征 态 ,但 总 可 以 问 算 符 序 在 相干 态 中 的 期 待 值 元 为 何 ? 这 可 计算 如 下 
(gli lg _ (olata, | 9) 


‘p | yp) 《0 | yp) 
ek ge Pa | Pp Pr 2 1 
ol |g, | (8,. 1. 48) 


上 式 的 结果 直接 告诉 我 们 ,相干 态 中 参量 mw 的 模 平方 就 是 相干 态 中 a 模 的 平均 粒 
子 数 ,这 也 就 是 相干 态 中 参量 mw 的 物理 意义 . 

(b) 还 可 以 从 另 一 角度 来 看 相干 态 在 Fock 态 |m ,nn ,…)》 上 的 投影 (mw ， 
nn。，…|g). 取 其 模 的 平方 ,得 


| ne on | | 一 [| (8. 1. 49) 


上 式 的 结果 不 仅 告 诉 我 们 相干 态 中 包含 Fock 态 |z ,ms ，…)》 的 几率 是 多 少 ,同时 
也 告诉 我 们 相干 态 包 含 了 各 种 粒子 数 一 定 的 Fock 态 ,因为 它们 的 几率 都 不 为 零 . 


(c) 总 粒子 数 算 符 是 N 一 2as as* 因 此 相干 态 的 平均 总 粒子 数 为 


1 IN| ; 2 plata, | 9) 
和 ‘ple) tp | 9 
= pp: ps (8. 1. 50) 


(d) 因为 相干 态 不 是 总 粒子 数 算 符 的 本 征 态 , 它 含 有 各 种 总 粒子 数 的 态 , 所 以 
我 们 可 以 计算 出 总 粒子 数 的 涨 落 
= (NE 一 (有 = lV 。 Ng) (Ny: 
plp) 
(p | (Data,)( Datag) | v9) 


= 


(| Pat (Ba ajas)as | gp) 
Ti 
‘pp | q) 


‘gp | (Yatatasag 二 Yata,) | po» 
= 
《PP | 9p) 
= (N): 十 N 一 CN) = 万 


— (NY) 


由 上 式 可 得 
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os (Ny! 1 

和 8. 1. 51 

N N VN ; 
上 式 的 物理 意义 是 ;NN 越 大 ,相干 态 围绕 其 平均 总 粒子 数 的 涨 落 越 小 . 换 名 话说， 
从 统计 的 角度 , 当 N 很 大 时 相干 态 的 性 质 将 接近 总 粒子 数 一 定 的 Fock 态 . 两 者 的 


差异 随 着 N 增 大 而 越 来 越 小 . 
8.1.7 相干 态 的 优点 
如 前 所 述 ,在 求解 一 个 问题 时 既 可 以 在 粒子 数 表象 中 讨论 ,也 可 以 在 相干 态 表 
象 中 讨论 , 视 问 题 的 不 同 选 择 怡 当 的 表象 肯定 会 更 加 便捷 一 些 . 下 面谈 谈 哪 些 地方 
体现 出 相干 态 的 优点 . 
(a) 物理 上 习惯 把 所 有 的 算 符 通过 对 易 关 系 都 写成 正规 乘积 的 形式 . 一 个 算 
符 的 正规 乘积 :A({at+ }, {a.)) ;定义 为 经 过 对 易 操作 后 所 有 产生 算 符 都 排 在 左 方 
而 潭 灭 算 符 都 排 在 右 方 的 形式 , 求 算 符 的 正规 乘积 在 相干 态 中 的 和 矩阵 元 就 特别 方 
便 , 因 为 利用 相干 态 的 性 质 
《pas 一 《| pe， a | Pp =p | yp) 
就 立即 能 写 出 其 矩阵 元 来 
‘pAdat}, (a) | 办) 一 Ap) 
一 由 (由 }, {gp} es (8. 1. 52) 
例如 ,相互 作用 能 就 是 表示 为 正规 乘积 的 形式 ， 它 的 短 降 元 可 表示 为 


‘(yp1V1y)== 却 2 We 1 1 Ip) Lates tany | og) 


二 二 2 2 YN |y | Yop pi pp eT {8.1.53) 
Cb) 和 
(i) 从 复数 的 性 质 得 到 的 启发 , 设 x,z* 是 一 对 互 为 共 罗 的 复数 ,有 
zl 二 zx” 及 z= (ze ze")ier 
即 是 说 可 以 把 一 对 复数 z,z* 换 为 一 对 实数 (p,q) 来 描绘 . 其 中 p==(z*" 二 是 复 
数 的 模 ,p 是 位 相 . 考虑 到 潭 灭 算 符 a 和 产生 算 符 e+ 是 互 为 共 思 的 一 对 算 符 ,那么 
是 理 也 可 以 引信 一 对 模 算 符 和 相位 算 符 来 代替 它们 呢 ? 答案 是 肯定 的 , 
下 面 定 义 一 对 自 共 思 的 (对 应 于 实数 ) 模 算 符 5 及 相位 算 符 ,它们 和 a 及 a” 
的 关系 为 
a 一 per 
并 可 导出 
at= (et)t= et= eH (8. 1. 54) 
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在 上 式 的 最 后 一 个 等 式 中 用 到 了 5 ==p 以 及 万 一 办 
(iD 5 和 5 有 以 下 的 一 些 性 质 . 从 基本 对 易 式 出 发 
l=[aat] = a a a = jefe Wi— 有 t= 户 一 认 二 1 
于 是 有 
部 二 让 十 1 (8. 1. 55a) 
或 
B= (i 二 Dt (8. 1. 55b) 
由 此 可 见 , 模 算 符 的 平方 和 数 算 符 差 一 个 单位 算 符 , 或 者 是 模 算 符 等 于 数 算 符 与 单 
位 算 符 之 和 开 方 . 这 个 结果 也 告诉 我 们 直接 用 模 算 符 和 相位 算 符 讨论 问题 时 会 因 
为 其 中 的 算 符 开 方 而 带 来 一 些 不 便 . 
有 了 (8. 1.55a) 式 可 以 把 a,a 写成 
a 一 (i+ Dier, a'=e*(i+1)t 
再 代入 基本 对 易 式 
l= [a |= on'—a a 
二 (有 十 Dete (i 十 1]? 一 e (站 十 1)? (i 十 1) ?er 
一 【下 十 1) 一 已 于 (站 十 1)ee 一 (下 十 1) 一 ee 一 1 
上 式 可 写成 
i—e ners 一 1 
将 上 式 两 端 堪 乘 近 和 右 乘 e “分 别 得 到 


全 一 局 一 人 


把 它们 改写 成 对 易 式 的 形式 为 
[aese | ee es 
8. 1. 56. 
ge 一 Ee : . 
如 果 把 e** 写 成 
Ee? = cos +isin § 
则 (8. 1. 56) 式 可 改写 成 
I 他 | 一 一 isin § LB 7 
[ii,sin |] = icos 亡 
现在 看 算 符 cos 只 和 sin 5 在 粒子 数 一 定 的 Fock 态 |n) 中 的 期 待 值 . 
‘n|coss|n) 一 一 放下 | [i,sing| | rn) =—itn | [ising—sin gn]|n)=0 
‘8. 1. 58) 


类 似 地 有 
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‘n|sing|n=0 《8. 1. 59) 

(8. 1. 58) 以 及 (8. 1. 59) 式 告诉 我 们 ,在 | 罗 的 态 天 中 粒子 数 是 完全 确定 的 ,但 是 它 
的 相位 是 完全 不 确定 的 . 说 得 更 确切 一 点 是 其 cos 8 及 sin 有 的 各 种 取 值 的 几率 都 
有 , 相 消 为 零 , 即 粒 子 数 确定 的 态 ,其 相位 完全 不 是 . 

(iii) 用 模 算 符 和 相位 算 符 讨 论 可 以 得 到 一 个 重要 的 结论 . 在 讨论 电磁 场 的 量 
子 化 理论 时 , 场 算 符 可 以 展开 成 如 下 的 形式 (以 电场 为 例 , 只 取 其 中 一 个 模 ) 

E ~ aet at er 

现在 分 别 看 电场 算 符 在 粒子 数 一 定 的 Fock 态 |n) 中 的 期 待 值 及 在 该 模式 对 

应 的 单 模 相 干 态 中 的 期 待 值 . 
(n | aewr | n)= (n | petetr | n) = (n | (让 十 1) 二 (cos $+isin @) | ae 
一 (n+ li(n | (eos $+ isin $) | ne = 
同样 地 ,有 
‘nia ew |n)=0 
其 实 injaln)==n|a' | 人 一 0 的 结果 在 前 面谈 到 a,a+ 的 意义 时 已 得 到 过 . 这 里 再 
一 次 用 模 及 相位 算 符 来 讨论 使 我 们 更 进一步 认识 到 这 是 相位 完全 不 确定 的 结果 ， 
下 面 看 电场 算 符 在 相应 模式 的 单 模 相 干 态 中 的 期 筛 值 . 
‘op | ae | PF) 一 pe "ty | mr = pe = 
(09 | at er | p) = re wor -产科 

得 到 了 不 为 零 的 结果 可 以 引出 一 个 重要 的 纺 论 , 即 电磁 场 不 为 入 的 状态 是 相干 态 
而 不 是 粒子 数 一 定 的 态 . 这 点 充分 说 明了 在 讨论 物质 与 场 作用 时 相干 态 的 重要 性 . 


8.2 费 米 系统 的 相干 态 


8.2. 1 Grassmann 代数 


为 讨论 费 米 系统 的 相干 态 作 准备 ,需要 先 简明 地 讨论 一 下 Grassmann 代数 . 
如 对 费 米 系统 也 引入 相干 态 , 即 
a | p= | 由 
那么 就 会 有 如 下 的 结果 
aaa | p) 一 和 opp | 9) 
aa | op = pop。| vp) 
将 上 面 两 式 相 加 ,有 
(gupa pepo) | pp) 一 (aap 十 ae) | og}= [Lavale=0 
这 是 因为 费 米 算 符 有 基本 的 反对 易 式 Lau,anij+ = 二 0. 在 上 式 中 由 于 右 方 为 0 要 
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求 左 方 也 为 0, 所 以 应 有 
pp TT pope 一 0 
上 式 的 结果 告诉 我 们 ,与 玻 色 系统 很 不 相同 , 费 米 系统 相干 态 的 本 征 值 不 是 普通 的 
数 ,而 是 一 种 满足 反对 易 关 系 的 G 数 . 因此 要 对 G 数 的 性 质 作 一 些 讨 论 后 才能 讨 
论 费 米 相干 态 ， 
(a) 假定 共有 个 G 数 的 生成 元 信 ) ae 一 1, 2 它们 之 间 应 是 相互 反对 
易 的 


Ets+ et, =0 (8. 2. 1) 
在 a==B 的 特殊 情形 下 上 式 成 为 
总 一 0 (8. 2. 2) 
即 任何 生成 元 的 自 乘 为 零 . 
(b) 为 了 以 后 讨论 方便 ,将 生成 元 写成 
-1 


并 假定 已 将 下 标 排序 a 一 as 二 … 一 a, ;那么 由 这 些 生成 元 能 生成 多 少 个 独立 的 基 ? 
为 回答 这 一 问题 我 们 可 以 根据 以 下 的 两 个 原则 来 考虑 . 
(iD 任意 一 个 基 内 要 含 某 一 个 生成 元 的 平方 或 以 上 的 硕 一 定 为 零 . 
(iD 基 也 包含 普通 的 数 . 普通 的 数 只 有 一 个 生成 元 , 那 就 是 1. 
因此 形成 的 基 可 排列 如 下 : 
] 
避 , 二 
名 名 6 S$ 人 
和 


& 
由 上 面 排列 的 基 的 表示 可 知 , 基 的 总 数 为 2 ,这 是 因为 所 有 的 基 均 可 写成 
(6 )m (En (mw 的 形式 ,mm 一 0,1 两 个 值 ,所 以 共有 2? 个 不 同 的 基 . 集合 中 
的 任 一 元 素 都 是 这 2 个 基 的 线性 组 合 . 
(c) Grassmann 数 还 有 下 面 的 共 斩 关系 . 如 n=2p, 可 任 选 其 中 个 定 为 
{总 ) ,其 余 p 个 指定 与 {& } 形 成 一 对 一 的 关系 , 记 为 它们 的 共 二 { 名 } , 即 
(&)" = 
因此 自然 也 有 
(名 ) "三 名 
推论 1:& 乘 普通 数 ) 后 为 4&.. 它 的 共 配 定义 为 
(ED) = A 
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因此 有 
(OE = 
推论 2; 由 于 G 数 有 和 算 符 及 矩阵 类 似 的 次 序 不 能 随意 变动 的 性 质 , 所 以 类 似 
于 乘积 的 共 示 的 定义 ,定义 生成 元 乘积 的 共 二 为 
(让 
(d) 为 了 简便 起 见 , 以 下 只 讨论 一 对 生成 元 (&,&* ) 的 情形 ,讨论 的 结果 可 直接 
推广 于 多 对 (名 ,后 ) 的 模型 . 一 对 生成 元 将 生成 四 个 基 ;1,8&,&" ,&"& 因此 它们 的 所 
有 的 函数 形式 均 可 写 为 以 下 两 种 形式 
6 = fo ft 
Al2’ A) = a +att+me" 十 aizeE 
上 两 式 中 除 生成 元 8,#" 外 ,其 余 的 都 是 普通 的 数 . 
(e) 如 何 引 入 GG 数 的 “微分 "运算 . 首先 要 强调 的 是 ,由 于 GG 数 和 普通 数 不 同 ， 
所 以 这 里 引信 的 “微分 "没有 普通 数 的 差分 极限 的 意义 , 即 不 是 
df Im f(x+Ar)— fr) 
dz 点 二- 个 x 
G 数 的 微分 运算 是 按 以 下 的 考虑 来 定义 的 , 
(iD 微分 的 形式 写法 相同 ， 
(ii) 昌 没 有 普通 微分 的 差分 极限 的 意义 ,但 其 运算 规则 相同 . 确切 一 点 说 ,就 
是 按照 普通 数 的 微分 运算 规则 
人 


一 上 一 1] 
ey (8. 2. 3) 
de® 三 0 
来 定义 它 的 微分 运算 ,其 中 a 是 普通 数 . 
相应 地 ,乘积 的 微分 法 为 
各 
aes 名 一 3 苹 ”) (8.2 4) 


注意 ,由 于 GG 数 的 次 序 不 能 随意 变动 ,所 以 微分 运算 规定 被 微分 的 变量 一 定 要 紧 
靠 微分 运算 时 才能 执行 . 


例如 ,函数 的 微分 运算 
是 A(6 ,9 一 全 (oo 十 a 十 而 6" 十 ez" 后 


=0+a 二 0a 区 (多 ") 
一 a — ane” (8. 2,. 5) 


Er ACE 二 有 有 定 必 十 于 十 起 1 全 (2*E) = 而 十 at (8.2.6) 
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9 9 
er 二 A(E 机 —™ Ha 
(8. 2. 7) 
站 BA *&) 一 = 1s 
由 于 AE" ,全 是 任意 的 函数 ,所 以 由 (8. 2. 7) 式 可 得 
:Be 
[Bae 1 (8. 2. 8) 


(f) 和 微分 运算 一 样 ,对 G 函数 定义 积分 也 没有 像 普 通 数 积分 的 那 种 对 无 限 
小 区 间 上 求 和 的 意义 ,也 是 基于 和 普通 数 的 积分 法 则 相同 的 原则 来 定义 积分 法 则 . 
这 两 个 法 则 是 ; 

(i) 当 被 积 函 数 是 全 微分 时 ,积分 可 积 , 

(ii) 这 里 考虑 的 积分 对 应 于 普通 定 积 分 和 具有 自然 的 边界 条 件 ( 无 穷 远 处 为 
零 的 情形 ). 以 一 维 的 普通 数 的 定 积分 为 例 , 有 


Es [= 


根据 上 面 的 两 个 法 则 来 看 在 G 代数 中 的 积分 会 是 什么 样 的 情况 . 
(iii) 先 看 普通 数 的 G 代数 积分 : 


由 前 面 的 G 代数 微分 知 各 (一 1. 对 两 端 作 G 代数 积分 ,得 


| 名 (© RN | 上 1 
上 式 左 端 是 一 个 全 微分 , 按 上 面 的 两 法 则 应 当 为 零 , 右 端 也 应 为 零 , 因 此 有 
|a:1=0 (8. 2. 9) 
上 式 中 的 普通 数 1 换 为 任何 普通 的 数 结 果 不 变 . 
(Civ) 当 避 代数 & 是 被 积分 函数 时 ,这 时 被 积分 函数 不 再 是 全 微分 , 按 以 上 的 
法 则 , 它 的 G 代 数 积分 不 为 零 并 规定 积分 为 1, 即 


j=1 (8. 2; 10) 
相应 的 还 有 
| 时 .1=0 (8. 2. 11) 
\ 
|ue 一 ] (8. 2. 12) 


注意 ,上 面 G 代数 积分 中 的 | ds 和 | ds” 里 的 ds,ds* 并 不 是 G 函数 . 它们 和 符号 | 
在 一 起 构成 G 代数 的 一 个 运算 记号 . 
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(v) 现 举 几 例 . 
例 1: 
[aef (©= |decfs + fi8 
= fdé: 1+fi|de*€=0+f “]= 二 刻 
例 2， 


|aeA ce ,© = ES tattae" +ant'" ®) 


= a +me’ [de 1 —an dg)e 
= a — de 
类 似 有 
[ES ACE ,8) = 而 十 aué 
例 3: 
Es déA (&" ,&) = |ES deCas 十 a 站 守 各 十 a 后 


ee | 《ai — dné" ) =— a 


=— |déde* A(&’ ,8) 
(vi) 定义 局 代数 的 8 力 数 
8,6)= | dee 


一 Jai — KE—€)] 
一 人 一 
现在 证 明 这 样 定义 的 G 代 数 中 的 8 函数 具有 对 应 于 普通 8 函数 的 相同 性 质 . 
现在 来 看 G 代数 中 的 任意 函数 A( 稀 二 fi 十 用 ( 各 和 局 代数 中 的 5 函数 乘积 的 积分 
|ag8ce,8) 16) =— | de (8—e) fs + fg) 


=— foé|at 1+f ld +lae .#8 
= f+ he= (0 
这 正 是 和 普通 6 函数 一 样 的 性 质 
(vi 定义 函数 用 全 二 fro 十 用 的 共 因 函 数 
"OO=f+fie 
则 两 个 G 代数 函数 
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(8) = fo 十 万 总 ECE) 一 Bo git 
的 内 积 为 


Cf | g)= |de* dee* f° eg ) 
= [de dé —e Os +Ar Og + mk) 
= de de —é Ofs got fi gott fi pt' +fi a") 
= | de(f? go t+ ft gott fi gk’ + fi gt" — fi got' +0+0+0) 


=0+0+0+|/i gd#" e" + /5 go| de" & 
~ fg+fia (8. 2. 13) 
上 式 中 的 第 四 等 式 后 应 用 了 总 一 台 : 一 0 的 性 质 . 


8.2.2 费 米 相干 态 


(a) 对 于 费 米 系统 ,在 前 面 已 谈 过 ,如 果 要 引入 相 干 态 |g) ,要 求 a 二 & 1p), 则 
& 必须 是 G 数 . 男 一 方面 ,在 Fock 空间 中 任意 一 态 矢 总 可 以 用 粒子 数 表象 来 展开 
| 六 = >》, | 


车 用 a。 作用 到 | 上 时 ,就 是 a 对 各 个 态 矢 |n。,n。。，,…) 作 用 ,总 不 会 出 现 G 
数 , 可 见 定义 的 费 米 相干 态 |w} 和 任意 的 物理 空间 的 态 矢 | yw) 都 不 会 相同 . 说 得 更 
明确 一 点 , 那 就 是 费 米 相干 态 不 属于 物理 的 态 矢 空间 . 那么 ,自然 要 问 讨 论 费 米 相 
干 态 还 有 什么 意义 呢 ? 解释 如 下 ， 

《iD 包括 相干 态 在 内 的 费 米 系统 的 态 矢 空间 已 经 不 局 限于 原 有 的 物理 态 矢 空 
间 . 它 是 扩大 了 的 态 矢 空间 ,物理 的 态 矢 空间 只 是 它 的 一 个 子 空间 . 

(ii) 在 运算 的 过 程 中 有 可 能 更 方便 的 做 法 是 在 这 个 扩大 的 态 矢 空间 及 扩大 的 
数 域 中 进行 . 

《iiD 计算 的 最 后 ,必须 用 到 这 个 扩大 态 矢 空间 中 的 物理 态 矢 子 空间 的 部 分 并 
和 物理 的 测量 联系 起 来 . 

这 种 情况 和 电工 电子 学 中 将 实数 物理 量 扩展 为 复数 量 进行 运算 ,最 后 只 取 物 
理 量 的 实数 部 分 的 运算 处 理 类 似 . 

《b) 由 于 GG 数 也 是 一 种 反对 易 量 ,所 以 为 了 理论 上 的 自治 性 还 应 加 上 GG 数 和 
费 米 算 符 之 间 的 反对 易 关 系 

[ea 一 0 (8, 2. 14) 
其 中 记 
E~[& ,8 ], a~ [Lat,a,] 
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《ce) 费 米 相干 态 的 表达 陈 为 
[= eZ | 0) = Te | 0) 


= [[ 0 —&at) | 0) (8. 2. 15) 
上 面 的 费 米 相干 态 表达 式 从 第 一 等 式 来 看 和 玻 色 相干 态 的 形式 一 样 ,但 却 有 
实质 的 差别 ,因为 & 是 G 数 而 不 是 玻 色 相干 态 中 的 普通 数 q,. 下 面 证 明 它 的 确 满 
足 要 求 的 正确 表达 式 . 
(i) 先 计算 
a(l—é&ai) |0)= a |10 十 Eaar | 0) 
一 上 auar |0) 一 总 (1 一 azao) | 0) =& | 0) 
=&é& | 0 一 名 ay | 0 = 高 (1 一 上 az) | 0) 
在 上 式 中 ,利用 了 ae 一 一 6a。 及 总 一 0. 在 有 了 这 个 结果 后 继续 计算 下 一 步 . 
(iD) a, | 一 “la 一 总 ad | 05 = “Ll — aid)(l— &at) | 0) 


=[|[| 0 —&ad)Ja (ll —&at) | 0) 
[ITa —&af) (1 一 az) | 0) 
一 s[I 《1 一 局 oa 六 )] (1 一 上 ax) |0) 
=&[] (1 一 总 oa 丰 | 0》 = |& 

这 样 就 证 明了 (8. 2. 15) 式 的 费 米 相干 态 的 正确 性 . 


(d) 由 
-一 一 了 总 
5 (8.2.16) 
au [DO=& | 
取 共 斩 , 得 

一 Da = 总 让 | 

后 《0 | E 2 《0 | e ee 

人 | 对 一人 | 总 


(e) 费 米 相干 态 与 玻 色 相干 态 有 如 下 形式 上 相同 的 性 质 
at |8=at(l—&at) [| (1—&at) | 0) 
Be 


= at |[ (1—&ai) | 0) 
Be 


= C&L -ge | 0) 


“232 。 高 等 量子 力学 


a 
= 一 = | 全 (8. 2. 18) 
二 | 中 


注意 和 对 应 的 玻 色 相干 态 的 情形 相 比 ,这 里 多 了 一 个 负 号 . 为 了 完整 性 , 重 写 一 次 
上 面 (这 的 导出 结果 
as | 中 一 六 | 各 《8. 2. 19) 


(| 一 (0|1[TIG 一 总 es) |(1— ea.)a, 
ea 
= 01[LILG 一 总 ao Ja, 
Bs 
=—‘0| [10 -ga (1 一 名 ao) 
Pa 
=—-20| [I —8an |] — ga.) 
DA ec 


| (8. 2. 20) 


类 他 地 ,有 
(| 本 一 个 | 各 (8. 2. 21) 
(TD 按照 已 有 的 G 数 运算 法 则 可 以 导出 两 任意 费 米 相 干 态 的 内 积 表示 式 
(e| 8)= (0 | eZt ee | 0) 
= (0| TO+ea)(d— gat) | 0) 
a 


=0| T(t+ea,— tat teent) |.0) 
a 

= (0| [|[1+é es —atas)] | 0) 
oi 

= (0| [| [é 8564+t+1]|o0) 
oa 


= 00I0+ee) = 开本 和 一 (8, 2. 22) 


从 得 到 的 结 来 来 看 , 费 米 相干 态 的 内 积 的 表达 式 在 形式 上 和 玻 色 相干 态 的 内 
积 表达 式 完全 一 样 . 

(g) 在 玻 色 系统 相干 态 的 讨论 中 上 曾 讨论 过 封闭 性 关系 . 表达 封闭 性 关系 的 
是 一 个 由 相干 态 完全 集合 组 成 的 一 个 相当 于 单位 算 符 的 算 符 , 把 它 插 人 任意 两 个 
态 的 矩阵 元 中 后 , 则 后 者 化 为 计算 态 与 相干 态 的 矩阵 元 的 乘积 . 这 里 要 着 重 指出 费 
米 相干 态 的 封闭 性 关系 和 玻 色 相干 态 之 间 重 要 的 不 同 之 处 . 这 里 的 封闭 性 关系 


|Ias de Det | (El= 1 (8. 2. 23) 


只 对 物理 态 而 言 . 由 于 在 这 里 已 经 把 原来 的 物理 的 态 矢 空间 扩充 为 既 包 含 物理 的 
态 矢 空间 也 包含 非 物 理 的 费 米 相干 态 空间 ,因此 我 们 要 强调 (8. 2. 23) 式 的 封闭 性 
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关系 只 针对 两 个 物理 态 和 失 的 矩阵 元 来 说 它 才 是 相当 于 一 个 单位 算 符 . 只 要 两 个 态 
中 有 一 个 态 矢 是 非 物理 的 相干 态 , 则 (8. 2. 23) 式 不 成 立 . 下面 的 证 明 也 是 只 对 两 个 
物理 态 来 进行 的 , 附带 再 说 明 一 点 , 正 是 因为 有 (8. 2. 23) 式 的 封闭 性 关系 的 这 一 特 
殊 性 质 , 才 使 得 原本 只 是 物理 态 矢 空间 的 问题 能 在 中 间 过 程 中 把 它 带 人 包括 费 米 
态 矢 的 更 大 空间 去 作 运 算 ,然后 借助 它 再 回归 物理 空间 . 
以 下 证 明 (8. 2. 23) 式 . 
(i) 把 (8. 2. 23) 式 左 方 的 算 符 简 记 为 A, 则 要 证 明 的 是 对 于 任意 两 个 物理 态 矢 
Ja er 应 有 
Ca syn | A | BB = Ca roe | I | Ba 
— (C0 | BB 
这 里 附带 讲 一 下 ,由 于 是 费 米 系统 ,mm ，… ,a 应 各 不 相同 ,8 ，…,B 也 应 各 不 
相同 . 
(ii) 作为 准备 , 先 证 明 以 下 的 关系 
《al ya | 6= (0 | a ssa | 总 
=& 6 0 | (8. 2. 24) 
= 
其 中 用 到 
(0 18 = (0| eZ |0)= O10 Ske) 1 分 一 1 (8. 2. 25) 


对 (8. 2. 24) 式 取 共 斩 , 有 
(€ | a) = (8. 2. 26) 
在 (8. 2. 24) 一 (8. 2. soy mr 全 全 2. 23) 式 . 


{Cr 9 ye | 站 | BB,) 
一 |IIas dé,e 之 和 SG ta sgn | EE | Bs Bn) 


= | 本 Q 一 各 6) 并 部 


= TT|de dé 一 86 人生 (8. 2. 27) 


从 (8.2.27) 式 看 出 , 它 是 a 取 各 个 单 粒子 态 时 的 积分 之 积 . 因此 ,我 们 看 一 下 
a=y A 这 时 可 分 为 以 下 四 种 情形 ， 

(1) 选 定 的 7 态 TR sn 起 Bly 中 都 没有 ,于 是 对 (8. 2, 57) 式 中 上 到 
;的 积分 写 为 


Ee 
=|ae dset; =|dsé; =1 (8.2.28) 
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(2) gy rn 中 售 有 Ys "sh 中 不 会 Vs 于 是 对 & keé; 的 积分 为 


| dss = | dsé, = | 内 =0 (8.2. 29) 
(3) ms"** vam 中 不 会 7 ,局 :Pi 中 含有 7* 于 是 对 与 及 éy 的 积分 为 
|ag ds ges = |ag dsé; = 一 | 临 = (8. 2. 30) 


(4) clan 中 含有 7 了 ;有 局，,… ,Bs 也 含有 YY; 这 时 有 
as ds se ss = ds dst; = [dsé; =1 (8.2.31) 
当 我 们 进行 完 所 有 的 名 及 局 的 积分 时 ,只 要 有 一 个 7 是 ai ,as 和 局 ，…， 
Bs 两 者 中 一 个 包含 而 另 一 个 不 包含 的 ,那么 对 该 > 的 积分 就 为 零 . 总 的 积分 因 其 
一 个 因子 为 零 而 为 零 . 总 的 积分 要 不 为 零 , 只 有 aa 及 及 ,中 要 么 都 包 
会 某 一 7， 要 么 都 不 包含 某 一 加。 这 样 一 来 ,一 定 有 m=n 且 库 "1 只 不 过 是 
al，"…san 的 某 种 置换 时 总 积分 才 不 为 零 , 而 且 这 时 对 每 一 个 y 的 积分 都 是 1, 总 的 
积分 自然 也 是 1. 不 过 及，…… 及 是 a1，,… van 的 不 同 置换 时 包 出 一 个 (一 1)? ,pp 指 的 
是 该 置换 . 于 是 ,最 后 有 
(a sa | A | BensBs) 一 (一 TAB (8. 2. 32) 
另 一 方面 ,直接 计算 两 个 物理 量 态 矢 的 矩阵 元 
or .beh | 半生 "Bn? = 站 | Ha “da a “sap | 0» 【一 地。 
(8. 2. 33) 
比较 (8, 2. 32) 及 (8. 2. 33) 式 , 右 方 相 等 , 故 左 方 也 相等 ,于 是 (8. 2. 23) 式 得 以 证 明 , 
如 上 所 述 , 有 了 (8. 2. 29) 式 的 封闭 关系 ,我 们 就 能 进入 包括 费 米 态 矢 的 相干 态 
子 空间 去 做 中 间 的 运算 并 借助 它 回归 物理 的 结果 . 这 样 , 费 米 相干 态 的 作用 就 清楚 
了 . 本 书 不 再 继续 讨论 它 的 应 用 案例 . 
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